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UvoD

Vazeni Ctenari,

kniha, kterou otevirdte, je urCena stfedoSkolakim, za¢inajicim vysokoSkoldkiim, uciteldm hledaji-
cim inspiraci i zvidavym zdjemctim, ale zejména maturantim. Obsahuje uceleny souhrn stfedoskol-
ské matematiky roz¢lenény do 25 maturitnich témat. Kazda kapitola za¢ind motivacni ilohou, na niz
si muzete ovéfit své soucasné védomosti. Postupné se seznamite s teoretickymi zaklady a prostred-
nictvim feSenych tloh, jednodusSich i sloZitéjSich, si proklestite cestu k samostatnému feSeni pri-
blémi. Spolecné s upeviiovanim a prohlubovanim vasSich znalosti se posili také dovednost rozumét
matematickym textim. Cas stridveny ucenim vam zpiijemni rozmanitost dloh, b&Znych i nezvyk-
lych, modelovych i z praxe.

Jednotlivé kapitoly poskytuji moznost doplnit si ucivo, které je v nékterych Skolach chipano jako
rozSifené ucivo. Ctendf je pomalu seznamovén s tématem, kazdy dalsi krok je podrobn& popsin
a nasledné pouZit v feSeni. Privodcem vam miiZe byt i mnoZstvi ndzornych obrazka ¢i utiidéni né-
kterych diilezitych pravidel v tabulkach.

KaZdy si mize najit svlij zpisob pfipravy. Zdatni studenti by tlohy méli fesit zcela samostatné, jed-
notlivé kapitoly obsahuji i problémy pro ndrocné. Naopak méné pokrocilym jsou k dispozici po-
drobna teSeni vSech uloh, v€etné rozlicnych upozornéni. Kazdy novy pojem matematické teorie je
doloZen ukdzkou a nésledné procvi¢ovan. Neni nutné vyfesit tlohy na prvni pokus a ani neni potie-
ba pochopit vSechno beze zbytku. Své sebevédomi si mnohem l€pe upevnite, zaméfite-1i se nejprve

na problémy, které jsou pro vés jednodusii, nebo na témata, kterd vas zajimaji. Usp&chu docilite
zejména tim, Ze samostatné vytesite tlohy, jez jste zpocatku dokézali pochopit jen diky ndpovéde.

Rozmanitost tloh od typicky Skolskych aZ po praktické ukazky, rozdilnost forem jejich zadani, riz-
nd obtiZnost a obsahova §ife od jednoduchych ke komplexnim odpovidaji poZadavkiim dneSni i pfi-
pravované statni maturitiy. V tlohach jsou zastoupena vSechna témata obsaZzena v Katalogu poza-
davkil k maturitni zkouSce uvedeného na strdnkdch Centra pro zjiStovani vysledkd vzdélavani
MSMT.

Vsem ¢tenafim prejeme prijemnou a predevSim uZite¢nou prochazku Maturitnimi otazkami.

Autori



1 Vyroky a vyrokova logika

Resis s kamaradem problém piipravy na maturitu z matematiky. Konstatujes: ,,Koupim-Ii si tuto sbirku a budu-li
piln¢ studovat, pak maturitu z matematiky zvladnu.“ Kamarad odpovi: ,,No, ja si myslim, ze kdyz si ji koupis
a nezvladnes$ maturitu, pak jsi piln€¢ nestudoval.“ Na to kontrujes: ,, Ty pfece 1ikas to samé, co jsem fekl ja.“

Rikate skute¢né totéz?

Reseni:

Zapis§ symbolicky jednoduché vyroky:

K: Koupim sbirku. S: Pilné studuji. Z: Zvladnu maturitu.

S pouzitim logickych spojek zapis oba slozené vyroky:
(K A S) = Z: Koupim-li si tuto sbirku a budu-li pilné studovat, maturitu z matematiky zvladnu.
(K AN —Z) = —S: Kdyz si ji koupi§ a nezvladne§ maturitu, pak jsi pilné nestudoval.

Zapis tabulku pravdivostnich hodnot:

K|S|Z|=S|-Z|KANS|KAN-Z|(KANS)=Z|(KAN—Z)= =S
1{1(1101] 0 1 0 1 1
11100 1 1 1 0 0
17011 0 0 0 1 1
17010 1 1 0 1 1 1
Oj1|11{ 010 0 0 1 1
0|1]0] 0 1 0 0 1 1
0j]0|1] 1 0 0 0 1 1
0|00 1 1 0 0 1 1
Z poslednich dvou sloupct vyplyva, ze oba fikate skuteéné totéZz. (Slozené vyroky jsou ekvivalentni.)

1.1 Vyrok a negace

Vyrok je kazda oznamovaci véta, kterd nabyva praveé jedné ze dvou pravdivostnich hodnot: pravdy, je-li
véta pravdiva (oznaceni symbolem 1), anebo nepravdy, je-li véta nepravdiva (oznaceni symbolem 0).
Vyrokové proménné se znaci velkymi pismeny (A—2).

Negaci vyroku A je vyrok = A s opa¢nou pravdivostni hodnotou, ktery se vytvoti z pivodniho vyroku A
spojenim ,,neni pravda, ze A“, pfipadné jinou vétou téhoz vyznamu.

Uloha 1
Zapiste libovolny pravdivy a nepravdivy vyrok a vytvoite negaci:
Reseni:
A —-A Vyrok Negace vyroku
1 0 | Cislo 2 je nejmensi prvocislo. | Nejmensim prvocislem neni Cislo 2.
0 1 Praha je hlavni mésto Ciny. Praha neni hlavnim méstem Ciny.
Uloha 2

Vytvoite rtizné vyjadieni negace nasledujiciho vyroku a urcete jeho pravdivostni hodnotu:

Cislo 9 je sudé.

Reseni:

Neni pravda, Ze &islo 9 je sudé. Neplati tvrzeni, Ze &islo 9 je sudé. Cislo 9 neni sudé. Cislo 9 je liché. Cislo 9 neni
nasobkem ¢isla 2. Pro negaci je mozné najit jesté dalsi vyjadieni. V této tloze ma negace vyroku pravdivostni
hodnotu 1, ptivodni vyrok ma pravdivostni hodnotu 0.



Uloh
Které
a)
b)

¢)
d)

e)

a3

z nasledujicich vét jsou vyroky? U vyroki urcete pravdivostni hodnotu.

Pro x € R plati, ze 2z — 5 = 1.

Existuje x € N, pronéz je 2x — 5 = 1.

Pro x = 3 plati 20 — 5 = 1.

Existuje zaporny koten rovnice 2x — 5 = 1.

Ke kazdému parametru a z oboru prirozenych ¢isel existuje prave jedno pfirozené ¢islo x, které je feSenim
rovnice z* — a(z3 + 22 + 2+ 1) — 1= 0.

Reseni:

b),
e)

1.2

jiné hodnoty proménné x je nepravdivé. Véta neni vyrokem.
c¢), d) VsSechna tfi uvedena tvrzeni jsou vyroky. Pravdivostni hodnoty jsou postupné 1, 1, 0.

Mize se stat, ze nevytesis uvedenou rovnici, a nedokazes urcit pravdivostni hodnotu tvrzeni. Piesto mtizes
dokazat, Ze tvrzeni nabyva jediné pravdivostni hodnoty, a je tedy vyrokem. Zkus posoudit pravdivostni
hodnoty vSech moznosti. Pokud by k nékteré hodnoté parametru a neexistovalo zadné feSeni rovnice
nebo by k nekteré hodnoté parametru a existovala alespon dvé rizna feseni, tvrzeni by bylo nepravdivé.
V opacném pripade by se ke kazdé hodnot€ parametru a naslo jediné feseni, pak by tvrzeni bylo pravdivé.
Obe tyto situace se vzdjemné vylucuji (prvni moZznost je negaci druhé) a jina situace jiz nastat nemize.
Jedna se tedy skute¢n& o vyrok. Pokud chce$ zjistit odpoveéd’ na pravdivostni hodnotu vyroku, miize$
nejprve zkusit za a dosadit hodnotu 1, resp. 2, a ukazat, ze k vybrané hodnot¢ existuje jediny kofen
z oboru N (x = 2, resp. 3).

Dikaz pravdivosti tvrzeni e) provedes obecné. Rozlozi§ vyraz 24 — 1, vytknes &tyiélen 2 + 22 + . + 1
a ziskas jeden kotenovy ¢initel z — (a + 1), tedy i prvni kofen = (a + 1). Nulova hodnota druhého
ginitele 22 + 22 + 2 + 1 jiz nevede k zadnému dalsimu kladnému feseni. Pravdivostni hodnota vyroku
je L.

SloZené vyroky, logické spojky

Spojenim jednoduchych vyroki logickymi spojkami vzniknou slozené vyroky.

Konjunkce: A A B, coz ¢teme ,,A a B ¢i,,A a soucasné B“ ¢i ,A i B,
Konjunkce je pravdiva jen v ptipad€, kdy jsou oba vyroky pravdivé.

Disju

nkce: AV B, coz ¢teme ,,A nebo B“. Pozor! Spojka ,,nebo* nema vyznam vylucovaci.

Disjunkce je nepravdiva jen v piipadé, kdy jsou oba vyroky nepravdivé.

v

Implikace: A = B, cozZ ¢teme z ,,A vyplyva B ¢i ,jestlize A, pak B“.
Implikace je nepravdiva jen v piipadé, Ze predpoklad A je pravdivy, ale tvrzeni B je nepravdivé.

Ekvivalence: A < B, coz ¢teme ,,A, pravé kdyz B* ¢i ,,A tehdy a jen tehdy, kdyz B*.
Ekvivalence je pravdiva, maji-li oba vyroky stejnou pravdivostni hodnotu.

Pravdivostni hodnoty slozenych vyroki jsou tedy zavislé na pravdivostnich hodnotach jednoduchych vyrok,
coz je uvedeno v tabulce:

Jednoduché
vyroky Konjunkce Disjunkce Implikace Ekivivalence
ANB AVB A=B A<=B

A B

1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 1 0
0 0 0 0 1 1




1.3 Negace slozenych vyroki

Slozeny vyrok Negace
Konjunce ANB -AV-B
Disjunce AV B -AN-B
Implikace A=B AN-B
As B A < =B nebo
Ekvivalence nebo —-A < B nebo
(A= B)A(B=A) (AN-B)V (-ANB)

Uloha 4
Je dano 5 jednoduchych vyroki:

A: Pfijde Adam.

B: Ptijde Bohuslav.
C: Prijde Cyril.

D: Ptijde Dana.

E: Prijde Eva.

Pomoci symboli A-F vytvoite zapisy nasledujicich sloZzenych vyrok:

Vyrok Reseni Jiny zpiisob vyjadreni
a) Nepfijde Adam nebo Bohuslav. —~AV-B -(AAB)
b) Prijde prave jedna divka. D & -FE (D= -E)AN (=D =E)
c) Ptijde alespori jeden chlapec. AvBVC
d) Ptijde-li Dana, nepfijde ani Adam ani Cyril. | D = (mAA-C) | D= ~(AV ()

Uloha 5
Vyslovte negace vyroki a) az d) z piikladu 4. Nejprve uvedte symbolicky zapis negace.
Reseni:

a) (AN B) Ptijde Adam i Bohuslav.

b)D < E Nepiijde zadna z divek, anebo ptijdou obé.

Dana pfijde prave tehdy, kdyz ptijde Eva.

Nepfijde nikdo z chlapct.

Neptijde Adam ani Bohuslav a ani Cyril.

d) DA(AVC) Pfijde Dana a alespon jeden z obou chlapcii, Adam nebo Cyril.
(DANA)V (DAC) | Danapiijde bud’'s Adamem, nebo s Cyrilem.

Pro nékteré vyroky jsou v tabulce uvedeny rtizné moznosti.

c) "AAN-BA-C

1.4 Kvantifikované vyroky, kvantifikatory

Vyroky, které udavaji pocet, se nazyvaji kvantifikované vyroky.
Obecny kvantifikator: V, ktery se ¢te ,,kazdy“ ¢i ,,pro v§echna* ¢i ,Jlibovolny*, v zaporné véte se Cte ,,Zadny“
¢i ,,nikdo*. Obecny kvantifikator pfifazuje popisovanou vlastnost vSem objektim.

Existencni kvantifikator: 3, ktery se Cte ,,existuje® ¢i ,,alespon pro jeden*. Existencni kvantifikator vyjadiuje
existenci alespoil jednoho objektu s popisovanou vlastnosti.
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Prectéte a vysvétlete nasledujici vyroky:
a) Vx e R; x| >0
b) ImeNVneN; m<n
)VneZidmeZ, m<n
Reseni:
a) Absolutni hodnotou libovolného realného ¢isla je ¢islo nezaporné. (Vlastnost se tyka vSech realnych
Cisel.)
b) Existuje ptirozené Cislo m, které je ze vSech ptirozenych Cisel nejmensi. (Stale stejné ptirozené ¢islo m
se porovnava se vSemi piirozenymi ¢isly n.)
¢) Mezi celymi Cisly je mozné k libovolnému z nich najit jeste¢ mensi. (Ke kazdému celému ¢islu n je mozné
najit jiné celé cislo m.)

Zatimco vyrok b) fikd, ze v mnoziné pfirozenych ¢isel existuje minimum, ve vyroku c) se tvrdi, Ze v mnoziné

celych cisel minimum neexistuje.

Pii negaci kvantifikovanych vyroki se obecny kvantifikator méni na existencni a opacné.

Negace nékterych kvantifikatort:

v

3

3

v

alespori n prvkii je ... (pron € N\{1})

méné nez n prvkd je ..., nejvySe n — 1 prvkd je . ..

nejvyse n prvki je ... (pron € N)

vice nezn prvki je...,nejménén + 1 prvkije...

alesponin + 1 prvki je ...

nektefi jsou. . ., alesponi jeden je ...

zadni nejsou . . ., nikdo neni . . .

vSichni jsou . ..

n¢ktefi nejsou . . ., alespon jeden neni . . .

pravé n prvki je ... (pron € N\{1})

méng nez n prvkd nebo vice nez n prvkd je . ..

prave jeden prvek je ...

zadny prvek neni nebo alesponi dva prvky jsou. ..

Uloha 7
Vytvoite negace vyroku z prikladu 6.
Reseni:

a) JreR; |z[ <0

b) Vme NdneN; m>n

c) In€eZVmeZ, m>n

Uloha 8
Negujte nasledujici vyroky: Reseni:

a) Pujdu nejvyse na 2 filmy. Ptijdu alespori na 3 filmy. (vice nez na 2)

b) Zpozdil se nejméné€ o 5 minut. Pokud se zpozdil, pak méné nez o 5 minut.

¢) Zadny poslanec nehlasoval proti. Alespori jeden poslanec hlasoval proti.

d) V konvexnim pétitthelniku maji V konvexnim pétitthelniku je alespon jedna

libovolné dve uhlopricky spolecny bod. | dvojice thlopticek, které nemaji spoleény bod.

e) Nikdy nikomu neprozradi vSechno. Neékdy nékomu vSechno prozradi.

f) Kazdy problém ho zaskoci. Néektery problém ho nezaskoci.

g) Nekteii by sami nevytesili viibec nic. Kazdy by sdm néco vyftesil.




1.5 Implikace, obména, obracena implikace
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Porovnej v tabulce pravdivostni hodnoty slozenych vyrokit A = B, =B = —~A a -A V B, déile je porovnej

svyroky B= Aa A< B.

Reseni:
Jednoduché Implikace Obména Obrécend | gy ivalence
vyroky A=B implikace —-AVB implikace AeB

A|B|-A|-B -B = —A B=A

1|1 0 0 1 1 1 1 1
110 0 1 0 0 0 1 0
0|1 1 0 1 1 1 0 0
0|0 1 1 1 1 1 1 1

Implikace A = B ma stejnou pravdivostni hodnotu jako obména implikace - B = —A. Je-li slozeny vyrok
uvozen kvantifikatory, pfi obméne implikace se kvantifikatory nezméni (na rozdil od negace).

Obracena implikace k vyroku A = B je vyrok B = A. Pravdivostni hodnotu obracené implikace nelze
z ptvodni implikace ptfedvidat. Pokud je implikace i obracend implikace pravdiva, jsou oba jednoduché vyroky
dokonce ekvivalentni.

Slozeny vyrok, ktery je vzdy pravdivy, a to nezavisle na pravdivostnich hodnotach jednoduchych vyrok z nichz
je sloZen, se nazyva tautologie.

Priklady tautologii:

(A= -B) < (B= -4)

(ANB)= (AV B)

AV -A
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Vytvofite obmény implikaci, obracené implikace a negace. U tllohy b) a ¢) oznacte pravdivostni hodnotu symboly
1,0:
a) Jestli nespi, pak sni.
b) Ma-li rovnobéznik kolmé tihlopticky, ma i shodné strany.
¢) Shoduji-li se libovolné trojuhelniky alespoii v jedné stran€ a piislusné vysce, maji stejny obsah.
Reseni:
Obmeéna implikace:
a) Jestli nesni, pak spi.
b) Nemaé-li rovnobéznik shodné strany, nema ani kolmé thlopticky. (1)
¢) Maji-li libovolné trojuhelniky odlisny obsah, pak se neshoduji v Zadné dvojici — strana s pfislusnou
vyskou. (1)
Obracena implikace:
a) Jestli sni, pak nespi.
b) Ma-li rovnobéznik shodné strany, ma i kolmé uhlopticky. (1)
¢) Maji-li libovolné trojuhelniky stejny obsah, pak se shoduji alespoii v jedné strané a ptislusné vysce. (0)
Negace:
a) Nespi a nesni.
b) Rovnobéznik ma kolmé uhlopticky a neméa shodné strany. (0)
¢) Existuji trojuhelniky s rtiznym obsahem, které se shoduji alespoii v jedné stran€ a pfislusné vysce. (0)

Pozor! Zména kvantifikatori u negaci!



Pozndmka:
Vyrok b) je mozné vyslovit jako ekvivalenci. Bude pravdiva, nebot’ implikace i obracena implikace je pravdiva.
Rovnobéznik ma kolmé uhlopticky, praveé kdyz ma shodné strany.
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Ktera z nasledujicich ekvivalenci je pravdiva?
a)VzeR; 2 >0 2| =2
b) Vn€Z; 4|n < 4|n?
Reseni:
Pii diikazovych tlohéch s ekvivalenci se posuzuji pravdivostni hodnoty implikace a obracené implikace.
a) Oba slozené vyroky Vz € R; z > 0 = |z| = z, Vo € R; 2| = 2 = = > 0 (implikace a obracena
implikace) jsou pravdivé, proto je pravdiva ekvivalence Vo € R; 2 > 0 & |z| = «.
b) Vyrok Vn € Z; 4|n = 4|n? je pravdivy, ale obracena implikace Vn € Z; 4|n? = 4|n je nepravdiva
(napt. 4|36, ale 4 1 6). Proto je ekvivalence Vn € Z; 4|n < 4|n? nepravdiva. K diikazu obracené
implikace uzij obmény: Vn € Z; 41 n = 4 { n? (nepiimy dikaz - viz dale).
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Které z nasledujicich vyroki jsou vzajemné ekvivalentni?

a) Vyrok A:Vz e R; 2> 1= 2? >

b) Vyrok B:Vz e R; 2?2 <z =2 <1

¢) VyrokC:Vz e R; 22 >z =2 > 1

d) Vyrok D: 3z € R; x> 1A22 <

e) Vyrok E:Vz e Ry <1Vva? >z

f) Vyrok F:Vz € R; 22 <z Vx> 1
Reseni:
Vyrok B je obménou vyroku A, proto jsou oba vyroky A, B vzajemné ekvivalentni.
Vyroky A a C' obsahuji obracené implikace. Vyroky nejsou ekvivalentni.
Vyrok D je negaci vyrokli A i B, proto ma opacnou pravdivostni hodnotu nez tyto vyroky.
Vyrok FE je negaci vyroku D, vznikl tedy dvojnasobnym negovanim vyroku A ¢i B, proto je s obéma témito
vyroky vzajemn¢ ekvivalentni.
Vyrok F' vznikl dvojnasobnym negovanim vyroku C. Proto jsou C a F ekvivalentni vyroky.

Vsechny tii vzajemné ekvivalentni vyroky A, B, E maji tutéz pravdivostni hodnotu, jsou pravdivé. Ekvivalentni
vyroky C' a F jsou nepravdivé a vyrok D je rovnéz nepravdivy.
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Predpokladejme, ze ponozky v pradelnim kosi rozliSujeme na svétlé a tmavé, bavinéné a silonové, divei a
chlapecké a také tlusté a tenké.

1. Vime, ze v prvnim koSi jsou vSechny tlusté ponozky tmavé. Vyplyva z toho, ze
a) tam musi byt néjaké tenké svétlé ponozky?
b) pokud je v kosi tmava ponozka, je tlusta?
¢) pokud jsou v kosi jen tlusté ponozky, musi byt vSechny ponozky v ko$i tmavé?
d) pokud je v kosi néjaka divci svétla ponozka, pak je soucasné tenka?
2. Vime, Ze ve druhém kosi nejsou zadné tlusté chlapecké ponozky ani silonové ponozky, ale vSechny
ponozky jsou divéi nebo svétlé. Vylucuje se to s tim, ze
e) je tam n¢jaka svétla chlapecka ponozka?
f) je tam n&jaka divci svétla tenkd ponozka?
g) je tam né&jaka chlapecka tmava ponozka?
h) je tam né&jaka tmava chlapecka bavinéna ponozka?



Reseni:
1. a) NE. (Neptedpoklada se existence zadnych dalSich ponozek v kosi.)
b) NE. (Plati jen obracena implikace.)
¢) ANO. (Jsou-li tlusté, jsou tmavé.)
d) ANO. (Plati obména implikace — neni-li ponozka tmava, neni ani tlusta.)

2. Pro feSeni dalsi ¢asti ulohy miizes vyuzit nasledujici tabulky:

. sveétlé tmavé
Ponozky - -
bavlnéné | silonové | bavlnéné | silonové
dived 2 2
tlusté
chlapecké 1 1,2 1,3 1,2,3
dived f) 2 2
tenké
chlapecké e) 2 3 2,3

Tabulka znazornuje situaci ve druhém kosi, bilé jsou pole s ponozkami, které v kosi urc¢it€ nebudou. (Jsou
to tlusté chlapecké ponozky (1), silonové ponozky (2) a tmavé chlapecké ponozky (3), nebot’'nejsou svétlé
a ani div¢i).

e) NE. (Zbylo vybarvené pole se svétlymi chlapeckymi ponozkami.)

f) NE.
g) ANO. (Zbyla jen bila pole.)
h) ANO.
divel K feseni pfikladu 13 je mozné pouzit i Vennovych diagramii pro zna-
) svetlé 1 9 3 zornéni Ctyf mnozin, které predstavuji Ctyfi charakteristiky (uzivatel,
1 odstin, sila, material), kde u kazdé charakteristiky existuji dvé moz-
2 2 nosti. (Uzivatel je divka ¢i chlapec, odstin je svétly ¢i tmavy apod.)
2| 9 2 %tenké Kazda mnozina pfedstavuje jednu moznost u vybrané charakteristiky
(napft. uzivatel je divka), druhou moznost (uzivatel je chlapec) pted-
3 /3 bavinens | Stavuje dopln€k této mnoziny. Bilé jsou ty mnoZiny ponozek, které se
1 1 ve druhém kos$i nemohou vyskytovat.

1.6 Axiomy, definice, véty, dikazy

Axiom je tvrzeni, které se nedokazuje, predpoklada se, ze je pravdivé. Axiomy jsou zakladnimi kameny kazdé
matematické teorie. (Axiomem je napft. tvrzeni Eukleidovské geometrie: Libovolnym bodem, ktery lezi mimo
danou pfimku, mizeme vést praveé jednu rovnobezku s touto ptimkou.)

Definici se zavadi novy pojem. (Ptiklad: Rikame, Ze ptirozené &islo je prvoéislo, kdyz ma v oboru ptirozenych
Cisel praveé dva rizné délitele — ¢islo jedna a samo sebe.)

Matematicka véta je takovy pravdivy vyrok (matematicka teorie), jehoz pravdivost mtizeme dokazat prostied-
nictvim axiomu a vét jiz diive dokazanych. (Ptiklad: V kazdém kosoctverci jsou uhlopricky na sebe kolmé.)
Diikazem se vyvozuje pravdivostni hodnota (dokazovaného) tvrzeni.

Vyjmenujme Ctyfi zékladni typy dikazi: pfimy a neprimy diikaz, diikaz sporem a diikaz matematickou
indukei.

V piimém dikazu se z uvedenych piedpokladi dospéje k dokazovanému tvrzeni prostiednictvim pravdivych
(diive dokazanych nebo z axiomu platnych) implikaci.

Dtikaz sporem zaéina ptedpokladem negace dokazovaného vyroku. Pti vyvozovani z této negace se dospéje
k n&jakému tvrzeni, které je nepravdivé, pfipadn€ je v logickém sporu s ptredpokladem. Je tak dokazana
nepravdivost negace dokazovaného vyroku. Pravdivy je ptivodni vyrok.



Neptimy dikaz se pouziva pro nékteré vyroky formulované jako implikace a je zahajen obménou dokazované
implikace. Dalsi tvrzeni se vyvozuji podobné jako u piimého dikazu.

Pfi vytvafeni (matematické) teorie zpravidla vychazime z hypotéz. Hypotéza je tvrzeni, u néhoz je evidentni,
ze miZe nabyvat prave jedné pravdivostni hodnoty, pravdivostni hodnota vSak neni v daném okamziku znama.
Hypotéza je tedy vyrokem, u né¢hoz se pravdivostni hodnota teprve hleda.
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Dokazte, Ze v oboru N plati:

a) Libovolné slozené Cislo Ize rozlozit alespoii na dva Cinitele rizné od 1 a od sebe samého.
b) Nejmensi délitel m libovolného sloZeného cisla s, ktery je rlizny od 1, musi byt prvocislem.

Reseni:
Nejprve je tieba nahlédnout zadani. Zvolme nékolik ukazek:
4=2.2,99=3-3-11=3-33=9-11 =32.11, 35 = 5.7 a podobné. Viechna tii &isla lze rozlozit
alespoii na dva délitele rizné od 1, oba jsou mensi nez slozené Cislo, které rozkladame. Nejmensi takovy délitel
je prvocislo (2, 3 a 5).
a) Diikaz (pfimy):
Slozené ¢islo s neni prvocislo, proto existuje alesponi jeden jeho délitel riizny od 1 a od s. Vyberme
si nejmensiho takového délitele m, ktery spliiuje tyto podminky. Po vydéleni slozeného ¢isla s jeho
délitelem m dostaneme podil d (s : m = d), ktery musi byt mensi nez délenec s, nebot’ délitel m je
vét§inez 1. Plati: (s =m-dA1l<m)=1-d<m-d= d < s.Proob¢ nalezena ¢isla m, d plati:
1 <m < d < s. Skute¢né tedy existuji dva Cinitelé m a d spliiujici dané podminky.
b) Diikaz (sporem):
Predpokladejme negaci tvrzeni b), tedy ze nejmensi délitel m rizny od 1 neni prvocislem. (Napf. u ¢isla
99 bychom piedpokladali, ze jeho nejmensi délitel je 9.) V ptedchozi tloze jsme jiz dokazali, ze takové
¢islo m miZzeme rozloZit na souéin dvou mensich ¢isel riznych od jedné (m = m; - d;). Potom libovolné
z téchto dvou ¢isel je rovnéz délitelem ptivodniho slozeného ¢isla (s = m - d = m; - d; - d), a zaroven
mensim ¢islem, nez byl predchozi délitel m. Délitel m tedy neni nejmensi, coz je spor. Proto nemtize byt
pravdiva negace tvrzeni b), ale pravdivé je ptivodni tvrzeni.
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Je dana podmnozina ptirozenych ¢isel A = {n € N; 16 < n < 26}.

a) Porovnej hodnotu kazdého slozeného &isla s z mnoZziny A s druhou mocninou m? jeho nejmensiho
prvocinitele m, vysledky zobecni pro celou mnozinu A.

b) Pokud se domnivas, Ze stejné tvrzeni by mélo platit v celém oboru pfirozenych ¢isel N, vyslov jej jako

hypotézu.
¢) Dokaz platnost hypotézy z bodu b).
Reseni:
a)
Slozené Rozklad Druha Slozené Rozklad Druha
¢islo s ¢isla s na II.IOCIll"I{a ¢islo s ¢isla s na H.IOCIllj’{a
g e nejmensiho .. e nejmensiho
z mnoziny A prvocinitele e z mnoziny A prvocinitele e
prvocinitele m prvocCinitele m
16 24 4 22 2-11 4
18 232 4 24 23.3 4
20 22.5 4 25 52 25
21 3-7 9 26 2-13 4

V mnozing A plati m? < s




b) Hypotéza: V oboru N plati, Ze v rozkladu libovolného slozeného ¢isla s na prvocinitele je druha mocnina
nejmensiho prvocinitele nejvyse rovna danému éislu s.

. . « v e, e . , S
¢) Dikaz: Ke kazdému slozenému ¢islu s a jeho nejmensimu prvociniteli m se najde podil d = —, tedy
m

s=m-d,kde 1 < m < d < s (tvrzeni z ptikladu 14). Plati m < d, protojem? =m -m < m-d = s,
tedy plati m? < s.

Hypotéza je pravdiva.

Piedchozi hypotézu je mozné zformulovat do nasledujici véty:

Uvazujme libovolné piirozené ¢islo n a mnozinu P v§ech prvoéisel p, jejichz kvadrat p? je nejvyse roven &islu
n, tedy p? < n. Je-li dané &islo n slozené, pak je délitelné alesponi jednim prvocislem p z uvedené mnoziny P.

(Napt. &islo 221 je slozené, je délitelné ¢islem 13 a plati 132 = 169 < 221. Podobné i 289 je &islo slozené, je
délitelné ¢islem 17 a plati 172 = 289.)
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Vyslov obménu vyse uvedené véty.

Reseni:

Obménu Ize vytvorit k implikaci, ktera je ve druhé ¢asti uvedené véty. Prvni Cast ziistava beze zmény:
Uvazujme libovolné pfirozené &islo n a mnozinu P viech prvoéisel p, jejichz kvadrat p? je nejvyse roven &islu

n, tedy p? < n. Jestlize piirozené &islo n neni délitelné zadnym z prvoéisel p uvedené mnoziny P, pak n neni
¢islem sloZzenym. (Cislo n je prvocislo nebo Cislo 1.).

Uloha 17

a) Dokazte, ze ¢islo 211 je prvocislem.
b) Zjistéte, je-li ¢islo 1001 prvocislem.
Reseni:

a) Vyuzij predchozi véty. Nejprve uréi nejvétsi prvoéislo p takové, ze p? < 211. Hledané &islo je 13.
(Prvocislo 13 je nejblizsi mensi prvocislo k ¢islu /211, nebot’+/211 = 14,5.) Nyni mezi prvocisly od 2
tedy &islo 211 vydélit postupné &isly 7, 11 a 13. P¥i déleni vzdy dostane§ nenulovy zbytek. Zadné ze
zkoumanych prvocisel neni délitelem ¢isla 211, proto je toto ¢islo prvocislem.

b) V1001 = 31,6, zkus délit &islo 1001 postupné prvoéisly od 2 do 31. Cislo 1001 je délitelné &islem 7,
neni tedy prvocislem.

Pro ob¢ tvrzeni byl pouzit ptimy diikkaz vyuzivajici vyse uvedenou vétu, piipadné jeji obmeény.

1.7 Dukaz matematickou indukci

Uloha 18

V Kocourkové na louce se konala slavnost. Méla zacit az v okamziku, kdy piijde vSech 99 obyvatel. Nikdo
vSak neumél pocitat. Nechalo se vyrobit 99 tricek a kapesniky s ¢isly od 1 do 99. Na slavnost si kazdy
oblékl tricko, k némuz mél pfispendleny kapesnik s ¢islem o 1 vyS$§im nez na tricku. Tri¢ko s ¢islem 1 ziskal
nejpotrhlejsi obCan. Aby ho kazdy poznal, liSilo se od ostatnich napadné zativou barvou. Vrchni rada, ktery
slavnost zahajoval, si oblékl tricko s nejvyssim cislem. Kapesnik pana rady mél vyjimecné ¢islo 1. Obcané se
celou hodinu trousili na louku. Kazdy z nich mél na paméti radu, kterou se bezpodminecné fidil. Jako posledni
prisel pan rada. Zadival se na louku. Kdyz se do travy usadil i posledni ob¢an, pan rada poznal, Ze jsou na
louce vSichni. Jakou radou se Kocourkovsti fidili a co musel rada zkontrolovat, aby si byl jist ptitomnosti v§ech
obyvatel?



Reseni:

I kdyz se sesel konecny pocet lidi, byl vyuzity princip matematické indukce. Rada znéla: ,,AZ najdes osobu,
kterd ma na tri¢ku stejn& vypadajici &islo, jaké je na tvém kapesniku, posad’ se. Jinak musi$ zistat stat.* P¥i
ptichodu pan rada zkontroloval, ze vSichni sedi a Ze je pfitomna i osoba v zafivém tricku s ¢islem 1.

Ptitomnosti prvni osoby byl splnén indukéni piedpoklad. Indukéni krok byl zajistén piitomnosti osoby s na-
sledujicim ¢islem. Diky tomu, ze nikdo nestal, bylo jasné, ze kazdy naSel néslednika, a pfitomnost tak byla
ovétena u vSech osob.

.
.

l

— e —

o —

E k+1
[ ] e — - . . — @
Neptitomnost prvni osoby by odhalil rada (nesplnény indukéni predpoklad). Libovolna stojici osoba (svétly
bod s pofadim &) by upozornila na nepfitomnost nasledujici osoby (prazdny bod s pofadim k + 1) a na preruseni
kontroly. (Nesplnény indukéni krok znaci preskrtnuta Sipka.)
1 2 3 k k+1 n
[ ] [ ] [ ]

— — e — « . . — —S 0= - . . — e

Dukaz matematickou indukci je vhodny pro néktera tvrzeni T', ktera jsou zavisla na proménné n z mnoziny
prirozenych ¢isel. (Na rozdil od vySe uvedené tilohy mnozina hodnot proménné n neni shora omezena.)
Symbolicky zapis dokazovaného tvrzeni je Vn € N; T'(n), ptipadné Vn > p; T'(n), kde n, p jsou ptirozena
Cisla.

Ve shod¢ s vyse uvedenou ulohou se pii dikazu matematickou indukci vyuziva dvou krokd — induk¢niho
predpokladu a indukéniho kroku.

Diikaz matematickou indukei:

1. Indukéni predpoklad
Tvrzeni se dokaze pron = 1, tedy plati 7'(1) (resp. tvrzeni se dokaze pron = p, kde p je nejmensi hodnota
proménné n, tedy plati 7'(p)). Nékdy se tvrzeni dokazuje jesté pro nékolik nasledujicich ptirozenych Eisel.
2. Indukéni krok
Pro libovolné k € N (resp. pro libovolné k > p) je tfeba dokazat: Plati-li tvrzeni pro pfirozené ¢islo k,
pak plati i pro nasledujici pfirozené &islo k + 1, tedy Vk € N; T'(k) = T'(k + 1).

Uloha 19

Dokazte, ze pro vSechna pfirozena ¢islan plati: 2+ 44+ 6 +---+2n=n-(n+1).

Reseni:

Levou stranu nerovnosti ozna¢ symbolem L(n), tedy L(n) =2+ 4+ 6 + - - - + 2n. Prava strana je
Pn)=n-(n+1).

Ovéf oba kroky matematické indukce.
1. Nejprve dokaz, ze L(1) = P(1). Plati, ze L(1) = 2, P(1) = 1-2 = 2, tedy L(1) = P(1).

2. Je tieba dokazat, ze plati: Vk € N; L(k) = P(k) = L(k+1) = P(k +1).
Za predpokladu, ze je L(k) = P(k), plati:

Lk+1) = 2444 +2k+2(k+1)=L(k) +2(k+1) = P(k) + 2(k + 1) =

L(k)
— k-(h+ D) +20k+1)=(k+1)-(k+2)
Plk+1) = (k+1)-(k+2)=L(k+1)

Pro nepravdivy predpoklad kdy L(k) # P(k), je implikace pravdiva.
Zavér:
Tvrzeni je pravdivé.



Uloha 20
Je dén vyraz V(n) = 6n? + 3.
Dokazte, Ze
a) plati: Vn € N; 6|V (n) = 6|V(n+1),
b) neni pravda, ze Vn € N; 6|V (n).
Reseni:
a) Vin+ 1) =6mn+1)2+3"" =6n2+12n+6+3-3"=6n>+12n+6+ (1+2)-3" =
=6n24+12n4+6+3"+2-3"=6n>+3"+12n+6+2-3% =
——
V(n)
=V(n)+12n4+6+2-3-3""1=V(n)+6-(2n+1+3"71)
Pokud je pfedpoklad nepravdivy, tedy 6 1 V' (n), pak je implikace pravdiva.
Pokud je predpoklad pravdivy, tedy 6 | V' (n), pak plati, ze 6 | [V (n) +6 - (2n + 1 + 3"~1)], nebot’
k vyrazu délitelnému Sesti byl pri¢ten jen nasobek isla 6.
b) Hodnota vyrazu V(n) = 6n? + 3" pron = 1je V(1) = 9, tedy alespoii jedna hodnota vyrazu neni
délitelna Sesti.

Pozndamka:
Indukéni predpoklad neni splnén, ale indukéni krok plati.

Zaver:
Byla dokazana pravdivost implikace i nepravdivost druhého tvrzeni.

Uloha 21

. w o 4 W [} 4 [} ~ ~ . . . r v n [} 7 ~r . v ~ r r r
V roving je umisténo n riznych bodii. Dokazte, Ze existuje nejvyse (2 riznych ptimek, z nichz kazda prochazi
alespon dvéma z danych bodd, je-1i n libovolné piirozené ¢islo vétsi nez 1.
Resenti:
Pocet vyse definovanych rtiznych piimek pro n riznych bodi roviny ozna¢ symbolem p(n). Mas dokazat, ze

Vn € N\{1}, p(n) < (Z) . Dokaz oba kroky matematické indukce.

1. Dvéma riznymi body je mozné vést pravé jednu

2
piimku. Pron = 2 plati p(2) = 1 = (2)

2. Necht prvnich k& bodu je propojeno p(k) piimkami.
Z dalsiho bodu A1 vedes k bodim A;1—Ay dalsich
k ptimek, z nichz nejvyse k je novych (n€které mo-
hou splynout s jiz existujicimi pfimkami).

Platip(k + 1) <k + p(k).

Je-li splnén indukéni predpoklad, pro & bodu, tedy
k

P(k) < (2>,pak plati:

K 2k (k-2 k!

p(k+1) < k+p(k)§k+(§):"“+(k_2)!2!_ 2(k — 2)!

(k—2)2k+k(k—1)] (k—2)(k*+k) (k+1)k(k—2)!
2(k —2)! o 2(k—-2)! 2(k—2)!

Dale rozsifis dvojélenem (k — 1):

)
(k+Dk(k—1)(k—2)!  (k+1)!  [(k+1
2(k —1)(k —2)! _2!(k:—1)!_< 2 )




k+1
Tedyplatip(k+1)§( ; )

Poznamka:
Tuto ulohu je mozné dokazovat jednodussim zpisobem nez matematickou indukei.

Zaveér:
Uvedena nerovnost plati pro vSechna piirozena ¢isla vétsi nez 1.

Procvicuj

1.

Ovéite pomoci tabulky pravdivostnich hodnot, Ze pro libovolné vyroky A a B plati:
-(AV B) & (mAAN-B)
Urcete negaci vyroku: Alespoii dva ptiklady jsem vyfteSil spravné.

a) Vyfesil jsem spravné nejvyse dva priklady.

b) Urcité jsem spravné vytesil jeden priklad.

¢) Vytesil jsem spravné nejvyse jeden priklad.

d) Nic jsem nevyiesil spravné.

. Urcete negaci vyroku: NejvySe pét lidi ze tfidy seZene listky na koncert.

a) Pét lidi listky nesezene.

b) Alespon Sest lidi listky sezene.
¢) Maximalng Ctyii sezenou listky.
d) Nikdo listky nesezene.

. UrcCete negaci vyroku: Na vylet pojede prave jeden z mych rodici.

a) Na vylet pojedou oba.

b) Na vylet nepojede Zadny z mych rodica.

¢) Na vylet pojede bud’ jeden nebo druhy.

d) Na vylet pojedou oba nebo zadny z mych rodict.

. Urcete negaci vyroku: Plijdu do kina nebo do divadla.

a) Nepijdu do kina ani do divadla.

b) Pujdu do kina i do divadla.

¢) Pgjdu do kina a neptjdu do divadla.
d) Neptjdu do kina, ptijdu do divadla.

. Negujte vyroky:

a) Pujdu se koupat praveé tehdy, kdyz bude jasno.
b) Kdyz si ddm kavu, dam si také zakusek.

. Negujte vyroky:

a) Jaka matka, taka Katka.
b) Zadny ugeny z nebe nespadl.
¢) Nebude-li prset, nezmokneme.
Vyslovte obménu a negaci implikaci:
a) Pokud se neucil, nic nevypocita.
b) Slozim-li maturitni zkousku, oslavim to s rodici.

. UrCete, zda nasledujici logické souvéti je tautologii: (A = B) AN A) = B



Kli¢ k procvicuj

1.

S i

Nejdtive sestavis$ tabulku pravdivostnich hodnot:

A[B|-A|-B|AVB | ~(AVB) | (-FAA-B) | (AVB) & (~AA-B)
1 1 0 0 1 0 0 1
rjof o1 I 0 0 I
01| 1] 0 I 0 0 I
0]0 1 1 0 1 1 1

Jelikoz v poslednim sloupci nachdzime samé jednicky, je tim tvrzeni ovéteno.
Spravné je c) ,,Alespoil n* neguj jako ,nejvyse n — 1%

Spravné je b) ,Nejvyse n* neguj jako ,alespoit n + 1.

Spravné je d) Negace vyroku ,,pravé jeden ze dvou™ je ,,zadny nebo oba®.
Spravné je a) Negace vyroku AV B je “A A —B.

V pfipadé a) neguj ekvivalenci A < B jako A < —B, pfipadné jako —A < B. Ob¢ tyto moznosti jsou:
Pujdu se koupat, praveé kdyz nebude jasno. Neptijdu se koupat, pravé kdyz bude jasno.
V piipadé b) neguj implikaci A = B jako A A =B : Dam si kavu a nedam si zakusek.

. 'V ptipadé a) negujes$ implikaci: Takova (né¢jaka) matka a jina Katka.

V pfipadé b) se neguje také kvantifikator: Alespoii jeden uceny z nebe spadl.
V piipadé c) negujes implikaci: Nebude prset a zmokneme.

. a) Obména: Pokud néco vypocita, pak se ucil.

Negace: Neucil se a néco vypocita.
b) Obmeéna: KdyZz nebudu slavit s rodici, neslozil jsem maturitni zkousku.
Negace: Slozim maturitni zkousku a neoslavim to s rodici.

Sestav tabulku pravdivostnich hodnot:

A|B|A=B|(A=B)ANA | ((A=B)NA)=B
1|1 1 1 1
110 0 0 1
011 1 0 1
0|0 1 0 1

Uvedeny vyrok je tautologii.



2 Absolutni hodnota, rovnice a nerovnice

Silnice z Plumlova do Prostéjova prochazi i vesnicemi Mostkovice, Domamyslice a Krasice. Vzdalenosti obci
pfi jizdé po silnici jsou: Plumlov — Mostkovice 2 km, Mostkovice — Domamyslice 2 km, Domamyslice — Krasice
2 km a Krasice — Prostéjov 2 km. Silnice prochazi téz obci Cechovice. Najdi polohu Cechovic, jestlize vis:

a) Silni¢ni vzdalenost Cechovic od Plumlova je v&t$i nez 4 km.

b) Pii cesté z Cechovic do Domamyslic se ujede nejméng 1 km.

¢) Silnice z Cechovic do Prostéjova ma délku nejméné 3 km.

d) Z Cechovic do Krasic se neujedou ani 3 km.
Reseni:
Piehledné je grafické feSeni. Na ¢iselné ose x s pocatkem v bodé P; (Plumlov) umisti body ptedstavujici dalsi
obce. (Zvol si napt. kladnou poloosu.) Body znazoriiujici jednotlivé obce jsou oznaceny pocateCnimi pismeny

nazvi obci, Prost&jov je P,. Soufadnice téchto bodd jsou piislusné silniéni vzdalenosti od Plumlova: P;[0],
M]12], D[4], K[6], P,[8], nezndmou vzdalenost maji Cechovice C|z].

Neznamou z lze vyjadfit soustavou nerovnic a zobrazit na ¢iselné ose:

d) ¢ o

b) ] 3 :
B —") : c : : : a)
4 01 2 3 4 5 6 9 11 X

8
P M D K B

a) x| >4 & (—00;4) U (4;00)  dvé poloptimky bez hrani¢nich boda
b) |[x—4|>1 & z€(—00;3)U(5;00)  dvé poloptimky s hrani¢nimi body
) |[z—8>3 <« (—00;5
d |z—-6/<3 < (

;5) U (11;00)  dvé poloptimky s hrani¢nimi body
z € (3;9) usecka bez krajnich bodt
Regenim je prinik mnozin v a) — b). (Hodnotu z = 5 obsahuji viechny mnoziny.)

Zavér:
Cechovice lezi mezi Plumlovem a Prost&jovem ve vzdalenosti 5 km od Plumlova a 3 km od Prostjova.

2.1 Absolutni hodnota, geometricka interpretace

Absolutni hodnota realného &isla a je nezaporné &islo |al, které se vytvoii podle pravidla: Nezaporné &islo se
absolutni hodnotou nezméni (|a| = a pro a > 0), ze zaporného Cisla vytvoii absolutni hodnota ¢islo opaéné,
tedy kladné (Ja| = —a pro a < 0).

Uloha 1
Urcete absolutni hodnoty nasledujicich ¢isel a vyrazi:
ol _10-3|a _ _ _ 8 8 x, kde y, kde
a ||210]=3|[-107|3—7|V8=VT7|3-V10| cos® |tg¥ < —10-3 12y <0
Reseni
_3 B B ol 8 8 —x,nebot’ 1y, nebot’
la| [[2]0] 3 | 107 |7 =3 |vV8—VT|V10—-3|—cos®E | tg % 2 <-1070<0 | y>1>0




Uloha 2

Plati nasledujici rovnosti?

Reseni:

1
a) |log0,1 + log /10| = 3
b) |log0,1 + log+/10] = |log0,1| + | log v/10]
) [B—mnf=l|r—3]
d) 3+ V10| =[-3- V10|
2

-1
o 191
g — 1]
f) Va?—4a+4=12—a|prokazdéa € R

1| 1
L=|-14+>|=2
‘ 3173

lg—1llg+1] _

= g+ 1 pro libovolné g € R\{1} =1l
g J—

N

P=|-1+05 =15
Vyrazy uvnitf | | jsou opacné.
Vyrazy uvnitf | | jsou opacné.

p=0"9 T g4

2|

Ano

Ne
Ano
Ano

Ne

Ano

Absolutni hodnotu redlného ¢isla a je mozné znazornit na ¢iselné ose jako vzdalenost obrazu ¢isla a od pocatku.
(Absolutni hodnota komplexniho ¢isla z se znazorni v Gaussove roviné rovnéz jako vzdalenost obrazu ¢isla z od
pocatku.) Absolutni hodnota rozdilu dvou &isel |m — n| se interpretuje jako vzdalenost obrazii obou &isel m, n.

Uloha 3
Na ¢iselné ose zobrazte vSechny hodnoty ¢isla x € R vyhovujici vztahu:
a) |z[=2 b) |r—-2[=3 ©) |z+4| =zl
d Jz—-1/>0 e) |z—3]>r+1| fH |Jz—1=1+]z+6

g) 0<|zr—a|l<ekdee>0,aeR
Reseni:
Kazdy vyraz nejprve spravné interpretu;:

a) Vzdalenost obrazu Cisla x od pocatku je 2 (jednotky).

Resenim jsou ob¢ ¢isla z mnoziny {—2;2}.

[N}
&V

b) Vzdalenost obrazu &isla z od &isla 2 je 3. Resenim jsou
obg ¢isla z mnoziny {—1;5}.

¢) Obraz ¢isla = je stejn¢ vzdalen od cCisla —4 jako od

L

pocatku. Refenim je jediné ¢islo mnoziny {—2}.

d) Vzdalenost obrazu ¢isla = od 1 je vétsi nez 0.
Resenim jsou vSechna realné Cisla kromé Cisla 1,

§. R\{1}.

e) Obraz Cisla = je od 3 alesponi tak vzdalen jako od —1.

Regenim je interval (—oo; 1), kde 1 (soutadnice stiedu

usecky, jejiz krajni body maji soufadnice —1 a 3) pted-
stavuje hodnotu x splitujici rovnost obou vyraza.

f) Obrazéislazjeod 1 ojedni¢ku dale nezod —6. Resenim
je pouze {—3}.

g) Obraz ¢isla x je od obrazu Cisla a vzdalen o méné nez
g,ax # a.Refenim je (a — ,a + ¢)\{a}.




2.2 Graf linearni funkce s absolutni hodnotou

Uloha 4

Porovnej tii funkce f1, fo2, f3 s absolutni hodnotou s jednoduchou linearni funkei f:

fry=z-1 a)fi:y=lz—1 b fory=lz[-1 ¢ fz:y=|lz|-1]

Ik / l f1 \ 71 % \/1 13
/1 = — 1z ’ \/1 = — 1z

a) Cely vyraz na pravé strané je v absolutni hodnoté. Zadna hodnota 3 proto neni zaporna. Po doplnéni
absolutni hodnoty zméni v§echny zaporné hodnoty vyrazu x — 1 znaménko, nezadporné hodnoty nikoli.
Body grafu funkce f, které lezi pod soufadnicovou osou x, se zobrazi soumérné podle této osy (,,pieklopi
se“ nahoru), ostatni body zlstavaji beze zmény.

Reseni:

b) V absolutni hodnoté je neznamé x. Pro nezdporné hodnoty = se doplnénim absolutni hodnoty vyraz
nezméni. Cast grafu funkce f, vpravo od soufadnicové osy y se proto shoduje s grafem funkce f. Dale
se vyuzije vlastnosti |x| = | — x|. Plati, ze fo(—z) = fa(x), funkce je sud, graf je tedy soumérny podle
osy y. Leva cast grafu se doplni soumérné podle pravé.

¢) Jde o kombinaci obou piedchozich vlastnosti. Funkci f3 se ziska z funkce f; jako v predchozim piipadé
zménou z na |z|. Funkce f3 je opét suda. Graf funkce vpravo od osy x se oproti funkci f1 nezméni, leva
¢ast se vytvori ,,obtisknutim* pravé ¢asti.

Uloha 5
Vyraz V (z), kde z € R, vyjadiete bez absolutni hodnoty.
a) V(z) = |2z — 5
b) V(z) =|— 2z —4]
Reseni:
Vyraz zapsany uvnitf absolutni hodnoty mize nabyvat kladnych (+), zépornych (-), nebo nulovych hodnot

v zavislosti na hodnoté x. Hodnota z, pro niz je vyraz nulovy, se nazyva nulovy bod. Pfidanim nebo odstranénim
absolutni hodnoty se nezaporny vyraz nezmeéni, zaporny vyraz zméni znaménko.

a) Nulovy bod vyrazu 2z — 5 uvniti absolutni hodnoty je 2,5, nebot'2z — 5 = 0 & = = 2,5.
I. zpisob FeSeni:
1. Vyraz 2z — 5 uvnitf absolutni hodnoty je kladny pro x € (2,5; c0), nebot’2x —5 > 0 < x > 2,5.
V tomto intervalu se vyrazy s absolutni hodnotou a bez absolutni hodnoty nelisi:
V(z) = |2z — 5| = 2z — 5.
2. Vyraz 2x—>5 uvniti absolutni hodnoty je zaporny pro z € (—o00;2,5),nebot’2x—5 < 0 < x < 2,5.

V tomto intervalu ma vyraz s absolutni hodnotou opacné znaménko nez vyraz bez absolutni
hodnoty, tedy V' (z) = |22 — 5| = —(22 — 5) = —2x + 5.

I1. zpisob FeSeni:

Urci se nulovy bod, viz vySe: x = 2,5. Uvnitf intervalu ohrani¢eného nulovym bodem ma vyraz bez
absolutni hodnoty stale stejné znaménko. Znaménko vyrazu se ur¢i dosazenim libovolného bodu z tohoto
intervalu.

1. Napt. 3 € (2,5;00),2-3 =5 =1 > 0, proto je pro x € (2,5;00) vyraz 2z — 5 > 0 a plati
V(z) = |2z — 5| = 22 — 5. (Absolutni hodnota kladny vyraz neovlivni.)



2. Podobné 0 € (—00;2,5),2-0—5 = —5 < 0, proto je pro z € (—o0;2,5) vyraz2x — 5 < 0 a
plati V(z) = |2z — 5| = —2x + 5. (Absolutni hodnota zaporného vyrazu je kladna, tedy opac¢na.)
Zaveér:
Pro z € (2,5;00) je V(z) = 2z — 5, dale V(2,5) = 0apro xz € (—00;2,5) je V(z) = =2z + 5.
Poznamka:
Nulovy bod je mozné ptipojit k libovolnému z obou intervalii.

b) V(z) = | — 2z — 4| (II. zptisob)
Nulovy bod: —2x —4=0< x = —2.
Nulovy bod rozdéli mnozinu realnych ¢isel na dva intervaly: R = (—o0; —2) U (—2;00)

1. Napt. —3 € (—o0; —2), —2- (—3) — 4 = 2 > 0, hodnota vyrazu s absolutni hodnotou je stejna:

V(z)=|—-2x—4|=—-2z—4.
2. Podobné 0 € (—2;00), —2-0 — 4 = —4 < 0, hodnota vyrazu s absolutni hodnotou je opa¢na:
V(z)=|—-2x—4|=2z+4.

Zaveér:
Prox € (—o0;—2)je V(x) = —2x — 4, prox € (—2;00) je V(z) = 2x + 4.

Uloha 6

Sestrojte graf funkce f : y = |22 — 3|+ |z + 1| + = — 6.

Reseni:

Nejprve je tieba odstranit absolutni hodnoty. Urc¢i nulové body obou vyrazi v absolutni hodnotg:
2 —3=0z=15z+1=0&2x=—-1

Dva nulové body rozd¢li definicni obor funkce na tfi intervaly:

(cooi=1)  (-1;15) (1,500
I

1. V jednotlivych intervalech nahrad’ absolutni hodnotu odpovidajicim vyrazem bez absolutni hodnoty
(odstranéni absolutni hodnoty vyrazu):

T c [=(—o00;—1) II=(-1;1,5) III = (1,5; 00)
|2z — 3] 3—2x 3—2z 20 —3
|z + 1 —r—1 r+1 r+1

Do vyrazu v absolutni hodnoté se dosadi libovolné Cislo z prislusného intervalu (napi. —2 v intervalu
I, 0 vII, a2 v II). Je-li hodnota vyrazu kladna, absolutni hodnota se odstrani beze zmény, pro zaporné
hodnoty se vyraz nasobi ¢islem —1 a znaménka vSech ¢lentll se zméni, viz priklad 5b).

2. Uprav piepis funkce v jednotlivych intervalech:
I € (—o0;—1)

=3—-2r—x—14+x—-06
y=—-2x—4

. ze(-1;1,5)
y=3—-2z+x+1+2x2—-6
y=-2

L. z € (1,5;00)

y=2r—-3+z+1+2—-6

y=4xr —8

3. Grafy vsech tii funkci jsou ¢asti piimek. Pfimka je ur¢ena dvéma body. Pro kazdou funkci definovanou
pro dany interval ur¢i soufadnice dvou bodl (pouzij i krajnich bodi intervall) a zakresli graf funkce:

L IL. 1.

x| -2 -1 x| —-1|15 x| 152
y| 0 | =2 y|—2| -2 y|—210




Definiéni obor funkce f je R, obor hodnot je interval (—2; 00).

Graf je mozné nacrtnout bez ptfedeslych tprav pomoci ¢tyf bodt.
Z piavodniho piedpisu funkce se ur¢i hodnoty funkce v nulovych
bodech vyrazli v absolutni hodnoté€, v nichz se graf funkce ,lame*,

a po jedné hodnoté¢ jeste ve vnitinich bodech obou krajnich intervala:

D=2 (1) =3+~ 141+ (1) =6 = -2
f(,5)=12-1,5-3|+ 1,54+ 1|+ 1,5 — 6 = —2 a podobné f(—2) =0, f(2) = 0.

2.3 Rovnice s absolutni hodnotou

\2 — i
\ L

Uloha 7
V R feste: | + 2| = |z| -3
Reseni:
Uzij podobného postupu jako u piedchozi ulohy. Jednotlivé kroky je mozné zaznamenat do tabulky.
Nulové body jsou x = —2 a x = 0, a ty rozd¢€li mnozinu realnych Cisel na tfi intervaly.
x € 1= (—o0; —2) 1= (—2;0) 1 = (0; 00)
|z + 2| —x —2 x+2 z+2
|| —x —x x
Rovnice: —r—2=—-x—3 r+2=—-x—-3 z+2=x-3
—2=-3 o2 2=-3
nepravdivy vyrok 2 nepravdivy vyrok
. . 5
Reseni v intervalu: Kr=0 ~3 ¢ (—2;0)=Ki=10 Kir=0
Rovnice nema feseni.
2.4 Nerovnice s absolutni hodnotou
Uloha 8
VRfeste: [z 43| > |z — 2|+
Reseni:
Nulové body jsou x = —3 a x = 2, takze opét dostavas tfi intervaly.
T € [=(—00;—3) IM=(-3;2) I =(2; 00)
|z + 3 —z—3 r+3 x4+ 3
|z — 2| -+ 2 -+ 2 x—2
Nerovnice: —zrz—3>—-z+2+4+z z+3>—-z+2+z r+3>x—-24+2x
—z>5 x>—1 —z > =5
r <=5 z € (—1;00) xr <5
x € (—o0; —5H) x € (—00;5)
Regeni K; = K= K=
vintervalu: | = (—o0; —3) N (—o0; =5) = | = (=3;2) N (—1;00) = | = (2;00) N (—00;5) =
= (—00; —5) =(=1;2) = (2;5)

Reseni ziskas sjednocenim dil¢ich feSeni: K = K7 U K77 U Ky

Zaveér:

K = (—o0; —5) U (—1;5).



Procvicuj

1.
2.

3.

4.

10.

11.

Sestrojte graf funkce y = |3 — x| + |3 + z|.

Grafem funkce y = | — x — 1] je:
¢) d)
\} w Il yT
X
1 —1
4/\ IR 4
Grafem funkce y = —|1 — ;v\ je:

d)

N s A

Grafem funkce y = —|z — 1| — |z + 1] je:

a) y b) y
1o ——
-1/ 1 x \ -1 | 1 X
)
-2
c) o d) y
-1 1 X
1
-2
2
11
-1 1 X

. Sestrojte graf funkce y = ||z + 2| — 2|

< . 1

Reste rovnici v R : glaz — 2| = 3|z — 4

Reste rovnici vR : 2|z + 1| + |z — 3| = |5 — =|

Reste nerovnicivR : 6 — 3|1 — z| < |z + 2|

Reste nerovnici v R : |# — 4| + 5|z — 1|+ 2 — 5 > 3|z — 2|
Sestrojte graf funkce y = ]xz + 3z — 4.

. . 1
Reste nerovnicivR : ——— > 3
|z + 2]



Kli¢ k procvicuj
1. Nejdfive ur¢i nulové body absolutnich hodnot; ty jsou: 3 —x =0=>2=3; 3+2z=0= 2 = —3.
Nulové body rozdéli defini¢ni obor funkce. Reseni miizes psat do tabulky:

y
x € I=(—00;-3) | I =(=3;3) | III = (3;00) \ /
|3 — x| 3—=x 3—=x -3+ v 0 /
|3+ z| -3—z 3+ 3+ N\ s
13—z + |3 + 2 -2z 6 2x NS
-3 3 x

V kazdém intervalu je funkce pfedepsana bez absolutni hodnoty a mizes zakreslit graf.

2. Sprévné je a). Urci$ nulovy bod absolutni hodnoty: —z —1=0=2 = -1
V tomto bod¢ tedy nabyva funkce nulové hodnoty a dotyka se osy x. Mimo tento bod funkce nabyva
kladnych hodnot, jak vyplyva z definice absolutni hodnoty.

3. Spravne je b). Urc¢is nulovy bod absolutni hodnoty: 1 —z =0=xz =1
V tomto bod¢ opét funkce nabyva nulové hodnoty a dotyka se osy . Mimo tento bod nabyva zapornych
hodnot.

4. Spravné je c¢). Urcis nulové body absolutnich hodnot, které rozd¢€li definic¢ni obor funkce do tii interval
(—o0;—1), (—1;1), (1; 00). Na kazdém z téchto intervali ma funkce tvar postupné
y=2z, y=-2,y=—2x.

5. Nejdtive sestrojis graf funkce y = |z + 2| — 2 stejnym zpisobem Y
jako v pfedchozich Glohach. Na intervalu (—4;0), kde tato funkce 9
nabyva zapornych hodnot, dojde kviili vnéjsi absolutni hodnoté
k pteklopeni zapornych hodnot na kladné a vznikne charakteristicky ‘
tvar velkého pismene W. -4 -2 0 x

6. Ur¢i$ nulové body absolutnich hodnot:  —2=0=>2=2; 2 —4=0=z=4
Rovnici budeme fesit zvlast'na tfech intervalech: (—o0;2), (2;4), (4; 00)
1) Proz € (—o0;2) plati: |z —2| = —(z —2) = —2+2, |t — 4| = —(x —4) = —z + 4 Rovnice ma

tvar g(—a: +2)=3(—z+4)=>x= I V daném intervalu vysledek neleZi, proto neni kofenem.

2) Prox e (2;4)plati: [z — 2| =2 -2, [x—4|=—(r—4) = -z +4
Rovnice ma tvar g(ac -2)=3(-z+4) =z = 3 Vysledek v daném intervalu lezi, tedy je
kofenem.

3) Prox € (4;00) plati: |z —2| =2 -2, [z —4|=2—4
Rovnice ma tvar g(az -2)=3x—-4) =z = R Vysledek v daném intervalu lezi, je tedy

kotenem.
. . e 19 17
Dana rovnice ma dvé feSeni z7 = ==
7. Ur¢is nulové body absolutnichhodnotz +1=0<2x=-1;2—-3=02x=3; 56—z =0< z =5.
Rovnici budeme fesit zvlast' na Etyfech intervalech: (—oo; —1), (—1;3), (3;5), (5;00).
1) Prox € (—oo;—1)plati: [x+1|=—2x—1; |z —3|=—2+3; |b—x|=5—=x
Rovnice ma tvar 2(—z — 1) + (—x +3) = 5 — 2 = x = —2. Vysledek lezi v daném intervalu,
proto je kofenem rovnice.



