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ÚVOD

Vážení čtenáři,

kniha, kterou otevíráte, je určena středoškolákům, začínajícím vysokoškolákům, učitelům hledají-
cím inspiraci i zvídavým zájemcům, ale zejména maturantům. Obsahuje ucelený souhrn středoškol-
ské matematiky rozčleněný do 25 maturitních témat. Každá kapitola začíná motivační úlohou, na níž 
si můžete ověřit své současné vědomosti. Postupně se seznámíte s teoretickými základy a prostřed-
nictvím řešených úloh, jednodušších i složitějších, si proklestíte cestu k samostatnému řešení prů-
blémů. Společně s upevňováním a prohlubováním vašich znalostí se posílí také dovednost rozumět 
matematickým textům. Čas strávený učením vám zpříjemní rozmanitost úloh, běžných i nezvyk-
lých, modelových i z praxe.

Jednotlivé kapitoly poskytují možnost doplnit si učivo, které je v některých školách chápáno jako 
rozšířené učivo. Čtenář je pomalu seznamován s  tématem, každý další krok je podrobně popsán 
a následně použit v řešení. Průvodcem vám může být i množství názorných obrázků či utřídění ně-
kterých důležitých pravidel v tabulkách.

Každý si může najít svůj způsob přípravy. Zdatní studenti by úlohy měli řešit zcela samostatně, jed-
notlivé kapitoly obsahují i problémy pro náročné. Naopak méně pokročilým jsou k dispozici po-
drobná řešení všech úloh, včetně rozličných upozornění. Každý nový pojem matematické teorie je 
doložen ukázkou a následně procvičován. Není nutné vyřešit úlohy na první pokus a ani není potře-
ba pochopit všechno beze zbytku. Své sebevědomí si mnohem lépe upevníte, zaměříte-li se nejprve 
na problémy, které jsou pro vás jednodušší, nebo na témata, která vás zajímají. Úspěchu docílíte 
zejména tím, že samostatně vyřešíte úlohy, jež jste zpočátku dokázali pochopit jen díky nápovědě.

Rozmanitost úloh od typicky školských až po praktické ukázky, rozdílnost forem jejich zadání, růz-
ná obtížnost a obsahová šíře od jednoduchých ke komplexním odpovídají požadavkům dnešní i při-
pravované státní maturitiy. V úlohách jsou zastoupena všechna témata obsažená v Katalogu poža-
davků k  maturitní zkoušce uvedeného na stránkách Centra pro zjišťování výsledků vzdělávání 
MŠMT.

Všem čtenářům přejeme příjemnou a především užitečnou procházku Maturitními otázkami. 

											           Autoři
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1 Výroky a výroková logika

Řešı́š s kamarádem problém přı́pravy na maturitu z matematiky. Konstatuješ: ”Koupı́m-li si tuto sbı́rku a budu-li
pilně studovat, pak maturitu z matematiky zvládnu.“ Kamarád odpovı́: ”No, já si myslı́m, že když si ji koupı́š
a nezvládneš maturitu, pak jsi pilně nestudoval.“ Na to kontruješ: ”Ty přece řı́káš to samé, co jsem řekl já.“

Řı́káte skutečně totéž?

Řešenı́:
Zapiš symbolicky jednoduché výroky:
K: Koupı́m sbı́rku. S: Pilně studuji. Z: Zvládnu maturitu.

S použitı́m logických spojek zapiš oba složené výroky:
(K ∧ S) ⇒ Z: Koupı́m-li si tuto sbı́rku a budu-li pilně studovat, maturitu z matematiky zvládnu.
(K ∧ ¬Z) ⇒ ¬S: Když si ji koupı́š a nezvládneš maturitu, pak jsi pilně nestudoval.

Zapiš tabulku pravdivostnı́ch hodnot:
K S Z ¬S ¬Z K ∧ S K ∧ ¬Z (K ∧ S) ⇒ Z (K ∧ ¬Z) ⇒ ¬S

1 1 1 0 0 1 0 1 1

1 1 0 0 1 1 1 0 0

1 0 1 1 0 0 0 1 1

1 0 0 1 1 0 1 1 1

0 1 1 0 0 0 0 1 1

0 1 0 0 1 0 0 1 1

0 0 1 1 0 0 0 1 1

0 0 0 1 1 0 0 1 1

Z poslednı́ch dvou sloupců vyplývá, že oba řı́káte skutečně totéž. (Složené výroky jsou ekvivalentnı́.)

1.1 Výrok a negace

Výrok je každá oznamovacı́ věta, která nabývá právě jedné ze dvou pravdivostnı́ch hodnot: pravdy, je-li
věta pravdivá (označenı́ symbolem 1), anebo nepravdy, je-li věta nepravdivá (označenı́ symbolem 0).
Výrokové proměnné se značı́ velkými pı́smeny (A–Z).

Negacı́ výroku A je výrok ¬A s opačnou pravdivostnı́ hodnotou, který se vytvořı́ z původnı́ho výroku A
spojenı́m ”nenı́ pravda, že A“, přı́padně jinou větou téhož významu.

Úloha 1
Zapište libovolný pravdivý a nepravdivý výrok a vytvořte negaci:

Řešenı́:
A ¬A Výrok Negace výroku
1 0 Čı́slo 2 je nejmenšı́ prvočı́slo. Nejmenšı́m prvočı́slem nenı́ čı́slo 2.
0 1 Praha je hlavnı́ město Čı́ny. Praha nenı́ hlavnı́m městem Čı́ny.

Úloha 2
Vytvořte různá vyjádřenı́ negace následujı́cı́ho výroku a určete jeho pravdivostnı́ hodnotu:
Čı́slo 9 je sudé.

Řešenı́:
Nenı́ pravda, že čı́slo 9 je sudé.Neplatı́ tvrzenı́, že čı́slo 9 je sudé. Čı́slo 9 nenı́ sudé. Čı́slo 9 je liché. Čı́slo 9 nenı́
násobkem čı́sla 2. Pro negaci je možné najı́t ještě dalšı́ vyjádřenı́. V této úloze má negace výroku pravdivostnı́
hodnotu 1, původnı́ výrok má pravdivostnı́ hodnotu 0.

1	 Výroky a výroková logika
1.1	  Výrok a negace
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1. výroky a výroková logika

Úloha 3
Které z následujı́cı́ch vět jsou výroky? U výroků určete pravdivostnı́ hodnotu.

a) Pro x ∈ R platı́, že 2x − 5 = 1.

b) Existuje x ∈ N, pro něž je 2x − 5 = 1.

c) Pro x = 3 platı́ 2x − 5 = 1.

d) Existuje záporný kořen rovnice 2x − 5 = 1.

e) Ke každému parametru a z oboru přirozených čı́sel existuje právě jedno přirozené čı́slo x, které je řešenı́m
rovnice x4 − a(x3 + x2 + x + 1) − 1 = 0.

Řešenı́:
a) K uvedenému sdělenı́ se nepodařı́ přiřadit jednu pravdivostnı́ hodnotu. Pro x = 3 je tvrzenı́ pravdivé, pro

jiné hodnoty proměnné x je nepravdivé. Věta nenı́ výrokem.

b), c), d) Všechna tři uvedená tvrzenı́ jsou výroky. Pravdivostnı́ hodnoty jsou postupně 1, 1, 0.

e) Může se stát, že nevyřešı́š uvedenou rovnici, a nedokážeš určit pravdivostnı́ hodnotu tvrzenı́. Přestomůžeš
dokázat, že tvrzenı́ nabývá jediné pravdivostnı́ hodnoty, a je tedy výrokem. Zkus posoudit pravdivostnı́
hodnoty všech možnostı́. Pokud by k některé hodnotě parametru a neexistovalo žádné řešenı́ rovnice
nebo by k některé hodnotě parametru a existovala alespoň dvě různá řešenı́, tvrzenı́ by bylo nepravdivé.
V opačném přı́padě by se ke každé hodnotě parametru a našlo jediné řešenı́, pak by tvrzenı́ bylo pravdivé.
Obě tyto situace se vzájemně vylučujı́ (prvnı́ možnost je negacı́ druhé) a jiná situace již nastat nemůže.
Jedná se tedy skutečně o výrok. Pokud chceš zjistit odpověd’ na pravdivostnı́ hodnotu výroku, můžeš
nejprve zkusit za a dosadit hodnotu 1, resp. 2, a ukázat, že k vybrané hodnotě existuje jediný kořen
z oboru N (x = 2, resp. 3).
Důkaz pravdivosti tvrzenı́ e) provedeš obecně. Rozložı́š výraz x4 − 1, vytkneš čtyřčlen x3 + x2 + x + 1
a zı́skáš jeden kořenový činitel x − (a + 1), tedy i prvnı́ kořen x = (a + 1). Nulová hodnota druhého
činitele x3 + x2 + x + 1 již nevede k žádnému dalšı́mu kladnému řešenı́. Pravdivostnı́ hodnota výroku
je 1.

1.2 Složené výroky, logické spojky

Spojenı́m jednoduchých výroků logickými spojkami vzniknou složené výroky.

Konjunkce: A ∧ B, což čteme ”A a B“ či ”A a současně B“ či ”A i B“.
Konjunkce je pravdivá jen v přı́padě, kdy jsou oba výroky pravdivé.

Disjunkce: A ∨ B, což čteme ”A nebo B“. Pozor! Spojka ”nebo“ nemá význam vylučovacı́.
Disjunkce je nepravdivá jen v přı́padě, kdy jsou oba výroky nepravdivé.

Implikace: A ⇒ B, což čteme z ”A vyplývá B“ či ”jestliže A, pak B“.
Implikace je nepravdivá jen v přı́padě, že předpoklad A je pravdivý, ale tvrzenı́ B je nepravdivé.

Ekvivalence: A ⇔ B, což čteme ”A, právě když B“ či ”A tehdy a jen tehdy, když B“.
Ekvivalence je pravdivá, majı́-li oba výroky stejnou pravdivostnı́ hodnotu.

Pravdivostnı́ hodnoty složených výroků jsou tedy závislé na pravdivostnı́ch hodnotách jednoduchých výroků,
což je uvedeno v tabulce:

1.2	 Složené výroky, logické spojky
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1.3 Negace složených výroků

Složený výrok Negace
Konjunce A ∧ B ¬A ∨ ¬B

Disjunce A ∨ B ¬A ∧ ¬B

Implikace A ⇒ B A ∧ ¬B

Ekvivalence
A ⇔ B

nebo
(A ⇒ B) ∧ (B ⇒ A)

A ⇔ ¬B nebo
¬A ⇔ B nebo

(A ∧ ¬B) ∨ (¬A ∧ B)

Úloha 4
Je dáno 5 jednoduchých výroků:

A: Přijde Adam.
B: Přijde Bohuslav.
C: Přijde Cyril.
D: Přijde Dana.
E: Přijde Eva.

Pomocı́ symbolů A–E vytvořte zápisy následujı́cı́ch složených výroků:

Výrok Řešenı́ Jiný způsob vyjádřenı́
a) Nepřijde Adam nebo Bohuslav. ¬A ∨ ¬B ¬(A ∧ B)

b) Přijde právě jedna dı́vka. D ⇔ ¬E (D ⇒ ¬E) ∧ (¬D ⇒ E)

c) Přijde alespoň jeden chlapec. A ∨ B ∨ C

d) Přijde-li Dana, nepřijde ani Adam ani Cyril. D ⇒ (¬A ∧ ¬C) D ⇒ ¬(A ∨ C)

Úloha 5
Vyslovte negace výroků a) až d) z přı́kladu 4. Nejprve uved’te symbolický zápis negace.

Řešenı́:
a) (A ∧ B) Přijde Adam i Bohuslav.

b) D ⇔ E
Nepřijde žádná z dı́vek, anebo přijdou obě.
Dana přijde právě tehdy, když přijde Eva.

c) ¬A ∧ ¬B ∧ ¬C
Nepřijde nikdo z chlapců.
Nepřijde Adam ani Bohuslav a ani Cyril.

d) D ∧ (A ∨ C)
(D ∧ A) ∨ (D ∧ C)

Přijde Dana a alespoň jeden z obou chlapců, Adam nebo Cyril.
Dana přijde bud’s Adamem, nebo s Cyrilem.

Pro některé výroky jsou v tabulce uvedeny různé možnosti.

1.4 Kvantifikované výroky, kvantifikátory

Výroky, které udávajı́ počet, se nazývajı́ kvantifikované výroky.

Obecný kvantifikátor: ∀, který se čte ”každý“ či ”pro všechna“ či ”libovolný“, v záporné větě se čte ”žádný“
či ”nikdo“. Obecný kvantifikátor přiřazuje popisovanou vlastnost všem objektům.

Existenčnı́ kvantifikátor: ∃, který se čte ”existuje“ či ”alespoň pro jeden“. Existenčnı́ kvantifikátor vyjadřuje
existenci alespoň jednoho objektu s popisovanou vlastnostı́.

1.3	 Negace složených výroků

1.4	 Kvantifikované výroky, kvantifikátory
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1. výroky a výroková logika

Úloha 6
Přečtěte a vysvětlete následujı́cı́ výroky:

a) ∀x ∈ R; |x| ≥ 0

b) ∃m ∈ N ∀n ∈ N; m ≤ n

c) ∀n ∈ Z ∃m ∈ Z; m < n

Řešenı́:
a) Absolutnı́ hodnotou libovolného reálného čı́sla je čı́slo nezáporné. (Vlastnost se týká všech reálných

čı́sel.)
b) Existuje přirozené čı́slo m, které je ze všech přirozených čı́sel nejmenšı́. (Stále stejné přirozené čı́slo m

se porovnává se všemi přirozenými čı́sly n.)
c) Mezi celými čı́sly je možné k libovolnému z nich najı́t ještě menšı́. (Ke každému celému čı́slu n je možné

najı́t jiné celé čı́slo m.)
Zatı́mco výrok b) řı́ká, že v množině přirozených čı́sel existuje minimum, ve výroku c) se tvrdı́, že v množině
celých čı́sel minimum neexistuje.

Při negaci kvantifikovaných výroků se obecný kvantifikátor měnı́ na existenčnı́ a opačně.

Negace některých kvantifikátorů:

∀ ∃
∃ ∀
alespoň n prvků je . . . (pro n ∈ N\{1}) méně než n prvků je . . . , nejvýše n − 1 prvků je . . .

nejvýše n prvků je . . . (pro n ∈ N) vı́ce než n prvků je . . . , nejméně n + 1 prvků je . . . ,
alespoň n + 1 prvků je . . .

někteřı́ jsou. . . , alespoň jeden je . . . žádnı́ nejsou . . . , nikdo nenı́ . . .
všichni jsou . . . někteřı́ nejsou . . . , alespoň jeden nenı́ . . .
právě n prvků je . . . (pro n ∈ N\{1}) méně než n prvků nebo vı́ce než n prvků je . . .
právě jeden prvek je . . . žádný prvek nenı́ nebo alespoň dva prvky jsou . . .

Úloha 7
Vytvořte negace výroků z přı́kladu 6.

Řešenı́:
a) ∃x ∈ R; |x| < 0

b) ∀m ∈ N ∃n ∈ N; m > n

c) ∃n ∈ Z ∀m ∈ Z; m ≥ n

Úloha 8
Negujte následujı́cı́ výroky: Řešenı́:
a) Půjdu nejvýše na 2 filmy. Půjdu alespoň na 3 filmy. (vı́ce než na 2)
b) Zpozdil se nejméně o 5 minut. Pokud se zpozdil, pak méně než o 5 minut.
c) Žádný poslanec nehlasoval proti. Alespoň jeden poslanec hlasoval proti.
d) V konvexnı́m pětiúhelnı́ku majı́ V konvexnı́m pětiúhelnı́ku je alespoň jedna

libovolné dvě úhlopřı́čky společný bod. dvojice úhlopřı́ček, které nemajı́ společný bod.
e) Nikdy nikomu neprozradı́ všechno. Někdy někomu všechno prozradı́.
f) Každý problém ho zaskočı́. Některý problém ho nezaskočı́.
g) Někteřı́ by sami nevyřešili vůbec nic. Každý by sám něco vyřešil.
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1.5 Implikace, obměna, obrácená implikace

Úloha 9
Porovnej v tabulce pravdivostnı́ hodnoty složených výroků A ⇒ B, ¬B ⇒ ¬A a ¬A ∨ B, dále je porovnej
s výroky B ⇒ A a A ⇔ B.

Řešenı́:

ImplikaceA ⇒ B má stejnou pravdivostnı́ hodnotu jako obměna implikace ¬B ⇒ ¬A. Je-li složený výrok
uvozen kvantifikátory, při obměně implikace se kvantifikátory nezměnı́ (na rozdı́l od negace).

Obrácená implikace k výroku A ⇒ B je výrok B ⇒ A. Pravdivostnı́ hodnotu obrácené implikace nelze
z původnı́ implikace předvı́dat. Pokud je implikace i obrácená implikace pravdivá, jsou oba jednoduché výroky
dokonce ekvivalentnı́.

Složený výrok, který je vždy pravdivý, a to nezávisle na pravdivostnı́ch hodnotách jednoduchých výroků z nichž
je složen, se nazývá tautologie.

Přı́klady tautologiı́:
(A ⇒ ¬B) ⇔ (B ⇒ ¬A)
(A ∧ B) ⇒ (A ∨ B)
A ∨ ¬A

Úloha 10
Vytvořte obměny implikacı́, obrácené implikace a negace.U úlohy b) a c) označte pravdivostnı́ hodnotu symboly
1, 0:

a) Jestli nespı́, pak snı́.
b) Má-li rovnoběžnı́k kolmé úhlopřı́čky, má i shodné strany.
c) Shodujı́-li se libovolné trojúhelnı́ky alespoň v jedné straně a přı́slušné výšce, majı́ stejný obsah.

Řešenı́:
Obměna implikace:

a) Jestli nesnı́, pak spı́.
b) Nemá-li rovnoběžnı́k shodné strany, nemá ani kolmé úhlopřı́čky. (1)
c) Majı́-li libovolné trojúhelnı́ky odlišný obsah, pak se neshodujı́ v žádné dvojici – strana s přı́slušnou

výškou. (1)

Obrácená implikace:
a) Jestli snı́, pak nespı́.
b) Má-li rovnoběžnı́k shodné strany, má i kolmé úhlopřı́čky. (1)
c) Majı́-li libovolné trojúhelnı́ky stejný obsah, pak se shodujı́ alespoň v jedné straně a přı́slušné výšce. (0)

Negace:
a) Nespı́ a nesnı́.
b) Rovnoběžnı́k má kolmé úhlopřı́čky a nemá shodné strany. (0)
c) Existujı́ trojúhelnı́ky s různým obsahem, které se shodujı́ alespoň v jedné straně a přı́slušné výšce. (0)

Pozor! Změna kvantifikátorů u negacı́!

1.5	 Implikace, obměna, obrácená implikace
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Poznámka:
Výrok b) je možné vyslovit jako ekvivalenci. Bude pravdivá, nebot’implikace i obrácená implikace je pravdivá.
Rovnoběžnı́k má kolmé úhlopřı́čky, právě když má shodné strany.

Úloha 11
Která z následujı́cı́ch ekvivalencı́ je pravdivá?

a) ∀x ∈ R; x ≥ 0 ⇔ |x| = x

b) ∀n ∈ Z; 4 |n ⇔ 4 |n2

Řešenı́:
Při důkazových úlohách s ekvivalencı́ se posuzujı́ pravdivostnı́ hodnoty implikace a obrácené implikace.

a) Oba složené výroky ∀x ∈ R; x ≥ 0 ⇒ |x| = x, ∀x ∈ R; |x| = x ⇒ x ≥ 0 (implikace a obrácená
implikace) jsou pravdivé, proto je pravdivá ekvivalence ∀x ∈ R; x ≥ 0 ⇔ |x| = x.

b) Výrok ∀n ∈ Z; 4 |n ⇒ 4 |n2 je pravdivý, ale obrácená implikace ∀n ∈ Z; 4 |n2 ⇒ 4 |n je nepravdivá
(např. 4 | 36, ale 4 � 6). Proto je ekvivalence ∀n ∈ Z; 4 |n ⇔ 4 |n2 nepravdivá. K důkazu obrácené
implikace užij obměny: ∀n ∈ Z; 4 � n ⇒ 4 � n2 (nepřı́mý důkaz - viz dále).

Úloha 12
Které z následujı́cı́ch výroků jsou vzájemně ekvivalentnı́?

a) Výrok A : ∀x ∈ R; x > 1 ⇒ x2 > x

b) Výrok B : ∀x ∈ R; x2 ≤ x ⇒ x ≤ 1

c) Výrok C : ∀x ∈ R; x2 > x ⇒ x > 1

d) Výrok D : ∃x ∈ R; x > 1 ∧ x2 ≤ x

e) Výrok E : ∀x ∈ R; x ≤ 1 ∨ x2 > x

f) Výrok F : ∀x ∈ R; x2 ≤ x ∨ x > 1

Řešenı́:
Výrok B je obměnou výroku A, proto jsou oba výroky A, B vzájemně ekvivalentnı́.
Výroky A a C obsahujı́ obrácené implikace. Výroky nejsou ekvivalentnı́.
Výrok D je negacı́ výroků A i B, proto má opačnou pravdivostnı́ hodnotu než tyto výroky.
Výrok E je negacı́ výroku D, vznikl tedy dvojnásobným negovánı́m výroku A či B, proto je s oběma těmito
výroky vzájemně ekvivalentnı́.
Výrok F vznikl dvojnásobným negovánı́m výroku C. Proto jsou C a F ekvivalentnı́ výroky.

Všechny tři vzájemně ekvivalentnı́ výroky A, B, E majı́ tutéž pravdivostnı́ hodnotu, jsou pravdivé.Ekvivalentnı́
výroky C a F jsou nepravdivé a výrok D je rovněž nepravdivý.

Úloha 13
Předpokládejme, že ponožky v prádelnı́m koši rozlišujeme na světlé a tmavé, bavlněné a silonové, dı́včı́ a
chlapecké a také tlusté a tenké.

1. Vı́me, že v prvnı́m koši jsou všechny tlusté ponožky tmavé. Vyplývá z toho, že
a) tam musı́ být nějaké tenké světlé ponožky?
b) pokud je v koši tmavá ponožka, je tlustá?
c) pokud jsou v koši jen tlusté ponožky, musı́ být všechny ponožky v koši tmavé?
d) pokud je v koši nějaká dı́včı́ světlá ponožka, pak je současně tenká?

2. Vı́me, že ve druhém koši nejsou žádné tlusté chlapecké ponožky ani silonové ponožky, ale všechny
ponožky jsou dı́včı́ nebo světlé. Vylučuje se to s tı́m, že

e) je tam nějaká světlá chlapecká ponožka?
f) je tam nějaká dı́včı́ světlá tenká ponožka?
g) je tam nějaká chlapecká tmavá ponožka?
h) je tam nějaká tmavá chlapecká bavlněná ponožka?
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Řešenı́:

1. a) NE. (Nepředpokládá se existence žádných dalšı́ch ponožek v koši.)
b) NE. (Platı́ jen obrácená implikace.)
c) ANO. (Jsou-li tlusté, jsou tmavé.)
d) ANO. (Platı́ obměna implikace – nenı́-li ponožka tmavá, nenı́ ani tlustá.)

2. Pro řešenı́ dalšı́ části úlohy můžeš využı́t následujı́cı́ tabulky:

Ponožky
světlé tmavé

bavlněné silonové bavlněné silonové

tlusté

tenké

d́ıvč́ı

chlapecké

d́ıvč́ı

chlapecké

2 2

1 1, 2 1, 3 1, 2, 3

f) 2 2

e) 2 3 2, 3

Tabulka znázorňuje situaci ve druhém koši, bı́lá jsou pole s ponožkami, které v koši určitě nebudou. (Jsou
to tlusté chlapecké ponožky (1), silonové ponožky (2) a tmavé chlapecké ponožky (3), nebot’nejsou světlé
a ani dı́včı́).

e) NE. (Zbylo vybarvené pole se světlými chlapeckými ponožkami.)
f) NE.
g) ANO. (Zbyla jen bı́lá pole.)
h) ANO.

d́ıvč́ı

světlé

tenké

bavlněné

2 2 2

1

3
2

3 3

1

1
22

2
1 3

2

K řešenı́ přı́kladu 13 je možné použı́t i Vennových diagramů pro zná-
zorněnı́ čtyř množin, které představujı́ čtyři charakteristiky (uživatel,
odstı́n, sı́la, materiál), kde u každé charakteristiky existujı́ dvě mož-
nosti. (Uživatel je dı́vka či chlapec, odstı́n je světlý či tmavý apod.)
Každá množina představuje jednu možnost u vybrané charakteristiky
(např. uživatel je dı́vka), druhou možnost (uživatel je chlapec) před-
stavuje doplněk této množiny. Bı́lé jsou ty množiny ponožek, které se
ve druhém koši nemohou vyskytovat.

1.6 Axiomy, definice, věty, důkazy

Axiom je tvrzenı́, které se nedokazuje, předpokládá se, že je pravdivé. Axiomy jsou základnı́mi kameny každé
matematické teorie. (Axiomem je např. tvrzenı́ Eukleidovské geometrie: Libovolným bodem, který ležı́ mimo
danou přı́mku, můžeme vést právě jednu rovnoběžku s touto přı́mkou.)

Definicı́ se zavádı́ nový pojem. (Přı́klad: Řı́káme, že přirozené čı́slo je prvočı́slo, když má v oboru přirozených
čı́sel právě dva různé dělitele – čı́slo jedna a samo sebe.)

Matematická věta je takový pravdivý výrok (matematická teorie), jehož pravdivost můžeme dokázat prostřed-
nictvı́m axiomů a vět již dřı́ve dokázaných. (Přı́klad: V každém kosočtverci jsou úhlopřı́čky na sebe kolmé.)

Důkazem se vyvozuje pravdivostnı́ hodnota (dokazovaného) tvrzenı́.

Vyjmenujme čtyři základnı́ typy důkazů: přı́mý a nepřı́mý důkaz, důkaz sporem a důkaz matematickou
indukcı́.

V přı́mém důkazu se z uvedených předpokladů dospěje k dokazovanému tvrzenı́ prostřednictvı́m pravdivých
(dřı́ve dokázaných nebo z axiomů platných) implikacı́.

Důkaz sporem začı́ná předpokladem negace dokazovaného výroku. Při vyvozovánı́ z této negace se dospěje
k nějakému tvrzenı́, které je nepravdivé, přı́padně je v logickém sporu s předpokladem. Je tak dokázána
nepravdivost negace dokazovaného výroku. Pravdivý je původnı́ výrok.

1.6	 Axiomy, definice, věty, důkazy
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1. výroky a výroková logika

Nepřı́mý důkaz se použı́vá pro některé výroky formulované jako implikace a je zahájen obměnou dokazované
implikace. Dalšı́ tvrzenı́ se vyvozujı́ podobně jako u přı́mého důkazu.

Při vytvářenı́ (matematické) teorie zpravidla vycházı́me z hypotéz. Hypotéza je tvrzenı́, u něhož je evidentnı́,
že může nabývat právě jedné pravdivostnı́ hodnoty, pravdivostnı́ hodnota však nenı́ v daném okamžiku známa.
Hypotéza je tedy výrokem, u něhož se pravdivostnı́ hodnota teprve hledá.

Úloha 14
Dokažte, že v oboru N platı́:

a) Libovolné složené čı́slo lze rozložit alespoň na dva činitele různé od 1 a od sebe samého.
b) Nejmenšı́ dělitel m libovolného složeného čı́sla s, který je různý od 1, musı́ být prvočı́slem.

Řešenı́:
Nejprve je třeba nahlédnout zadánı́. Zvolme několik ukázek:
4 = 2 · 2, 99 = 3 · 3 · 11 = 3 · 33 = 9 · 11 = 32 · 11, 35 = 5 · 7 a podobně. Všechna tři čı́sla lze rozložit
alespoň na dva dělitele různé od 1, oba jsou menšı́ než složené čı́slo, které rozkládáme. Nejmenšı́ takový dělitel
je prvočı́slo (2, 3 a 5).

a) Důkaz (přı́mý):
Složené čı́slo s nenı́ prvočı́slo, proto existuje alespoň jeden jeho dělitel různý od 1 a od s. Vyberme
si nejmenšı́ho takového dělitele m, který splňuje tyto podmı́nky. Po vydělenı́ složeného čı́sla s jeho
dělitelem m dostaneme podı́l d (s : m = d), který musı́ být menšı́ než dělenec s, nebot’ dělitel m je
většı́ než 1. Platı́: (s = m · d ∧ 1 < m) ⇒ 1 · d < m · d ⇒ d < s. Pro obě nalezená čı́sla m, d platı́:
1 < m ≤ d < s. Skutečně tedy existujı́ dva činitelé m a d splňujı́cı́ dané podmı́nky.

b) Důkaz (sporem):
Předpokládejme negaci tvrzenı́ b), tedy že nejmenšı́ dělitel m různý od 1 nenı́ prvočı́slem. (Např. u čı́sla
99 bychom předpokládali, že jeho nejmenšı́ dělitel je 9.) V předchozı́ úloze jsme již dokázali, že takové
čı́slo m můžeme rozložit na součin dvou menšı́ch čı́sel různých od jedné (m = m1 ·d1). Potom libovolné
z těchto dvou čı́sel je rovněž dělitelem původnı́ho složeného čı́sla (s = m · d = m1 · d1 · d), a zároveň
menšı́m čı́slem, než byl předchozı́ dělitel m. Dělitel m tedy nenı́ nejmenšı́, což je spor. Proto nemůže být
pravdivá negace tvrzenı́ b), ale pravdivé je původnı́ tvrzenı́.

Úloha 15
Je dána podmnožina přirozených čı́sel A = {n ∈ N; 16 ≤ n ≤ 26}.

a) Porovnej hodnotu každého složeného čı́sla s z množiny A s druhou mocninou m2 jeho nejmenšı́ho
prvočinitele m, výsledky zobecni pro celou množinu A.

b) Pokud se domnı́váš, že stejné tvrzenı́ by mělo platit v celém oboru přirozených čı́sel N, vyslov jej jako
hypotézu.

c) Dokaž platnost hypotézy z bodu b).

Řešenı́:
a)

Složené
čı́slo s

z množiny A

Rozklad
čı́sla s na
prvočinitele

Druhá
mocnina

nejmenšı́ho
prvočinitele m

Složené
čı́slo s

z množiny A

Rozklad
čı́sla s na
prvočinitele

Druhá
mocnina

nejmenšı́ho
prvočinitele m

16 24 4 22 2 · 11 4
18 2 · 32 4 24 23 · 3 4
20 22 · 5 4 25 52 25
21 3 · 7 9 26 2 · 13 4

V množině A platı́ m2 ≤ s.
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b) Hypotéza: V oboru N platı́, že v rozkladu libovolného složeného čı́sla s na prvočinitele je druhá mocnina
nejmenšı́ho prvočinitele nejvýše rovna danému čı́slu s.

c) Důkaz: Ke každému složenému čı́slu s a jeho nejmenšı́mu prvočiniteli m se najde podı́l d =
s

m
, tedy

s = m · d, kde 1 < m ≤ d < s (tvrzenı́ z přı́kladu 14). Platı́ m ≤ d, proto je m2 = m · m ≤ m · d = s,
tedy platı́ m2 ≤ s.

Hypotéza je pravdivá.

Předchozı́ hypotézu je možné zformulovat do následujı́cı́ věty:

Uvažujme libovolné přirozené čı́slo n a množinu P všech prvočı́sel p, jejichž kvadrát p2 je nejvýše roven čı́slu
n, tedy p2 ≤ n. Je-li dané čı́slo n složené, pak je dělitelné alespoň jednı́m prvočı́slem p z uvedené množiny P .
(Např. čı́slo 221 je složené, je dělitelné čı́slem 13 a platı́ 132 = 169 < 221. Podobně i 289 je čı́slo složené, je
dělitelné čı́slem 17 a platı́ 172 = 289.)

Úloha 16
Vyslov obměnu výše uvedené věty.

Řešenı́:

Obměnu lze vytvořit k implikaci, která je ve druhé části uvedené věty. Prvnı́ část zůstává beze změny:

Uvažujme libovolné přirozené čı́slo n a množinu P všech prvočı́sel p, jejichž kvadrát p2 je nejvýše roven čı́slu
n, tedy p2 ≤ n. Jestliže přirozené čı́slo n nenı́ dělitelné žádným z prvočı́sel p uvedené množiny P , pak n nenı́
čı́slem složeným. (Čı́slo n je prvočı́slo nebo čı́slo 1.).

Úloha 17
a) Dokažte, že čı́slo 211 je prvočı́slem.
b) Zjistěte, je-li čı́slo 1001 prvočı́slem.

Řešenı́:
a) Využij předchozı́ věty. Nejprve urči největšı́ prvočı́slo p takové, že p2 ≤ 211. Hledané čı́slo je 13.

(Prvočı́slo 13 je nejbližšı́ menšı́ prvočı́slo k čı́slu
√

211, nebot’
√

211
.
= 14,5.) Nynı́ mezi prvočı́sly od 2

do 13 hledej dělitele čı́sla 211. Podle základnı́ch znaků dělitelnosti snadno vyloučı́š čı́sla 2, 3 a 5, zbývá
tedy čı́slo 211 vydělit postupně čı́sly 7, 11 a 13. Při dělenı́ vždy dostaneš nenulový zbytek. Žádné ze
zkoumaných prvočı́sel nenı́ dělitelem čı́sla 211, proto je toto čı́slo prvočı́slem.

b)
√

1001
.
= 31,6, zkus dělit čı́slo 1001 postupně prvočı́sly od 2 do 31. Čı́slo 1001 je dělitelné čı́slem 7,

nenı́ tedy prvočı́slem.
Pro obě tvrzenı́ byl použit přı́mý důkaz využı́vajı́cı́ výše uvedenou větu, přı́padně jejı́ obměny.

1.7 Důkaz matematickou indukcí

Úloha 18
V Kocourkově na louce se konala slavnost. Měla začı́t až v okamžiku, kdy přijde všech 99 obyvatel. Nikdo
však neuměl počı́tat. Nechalo se vyrobit 99 triček a kapesnı́ky s čı́sly od 1 do 99. Na slavnost si každý
oblékl tričko, k němuž měl přišpendlený kapesnı́k s čı́slem o 1 vyššı́m než na tričku. Tričko s čı́slem 1 zı́skal
nejpotrhlejšı́ občan. Aby ho každý poznal, lišilo se od ostatnı́ch nápadně zářivou barvou. Vrchnı́ rada, který
slavnost zahajoval, si oblékl tričko s nejvyššı́m čı́slem. Kapesnı́k pana rady měl výjimečně čı́slo 1. Občané se
celou hodinu trousili na louku. Každý z nich měl na paměti radu, kterou se bezpodmı́nečně řı́dil. Jako poslednı́
přišel pan rada. Zadı́val se na louku. Když se do trávy usadil i poslednı́ občan, pan rada poznal, že jsou na
louce všichni. Jakou radou se Kocourkovštı́ řı́dili a co musel rada zkontrolovat, aby si byl jist přı́tomnostı́ všech
obyvatel?

1.7	 Důkaz matematickou indukcí
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Řešenı́:
I když se sešel konečný počet lidı́, byl využitý princip matematické indukce. Rada zněla: ”Až najdeš osobu,
která má na tričku stejně vypadajı́cı́ čı́slo, jaké je na tvém kapesnı́ku, posad’ se. Jinak musı́š zůstat stát.“ Při
přı́chodu pan rada zkontroloval, že všichni sedı́ a že je přı́tomná i osoba v zářivém tričku s čı́slem 1.

Přı́tomnostı́ prvnı́ osoby byl splněn indukčnı́ předpoklad. Indukčnı́ krok byl zajištěn přı́tomnostı́ osoby s ná-
sledujı́cı́m čı́slem. Dı́ky tomu, že nikdo nestál, bylo jasné, že každý našel následnı́ka, a přı́tomnost tak byla
ověřena u všech osob.

1 2 3 k k + 1 n−→ −→ −→ −→ −→ −→ −→

Nepřı́tomnost prvnı́ osoby by odhalil rada (nesplněný indukčnı́ předpoklad). Libovolná stojı́cı́ osoba (světlý
bod s pořadı́m k) by upozornila na nepřı́tomnost následujı́cı́ osoby (prázdný bod s pořadı́m k+1) a na přerušenı́
kontroly. (Nesplněný indukčnı́ krok značı́ přeškrtnutá šipka.)

1 2 3 k k + 1 n−→ −→ −→ −→ −→ −→ −→

Důkaz matematickou indukcı́ je vhodný pro některá tvrzenı́ T , která jsou závislá na proměnné n z množiny
přirozených čı́sel. (Na rozdı́l od výše uvedené úlohy množina hodnot proměnné n nenı́ shora omezena.)
Symbolický zápis dokazovaného tvrzenı́ je ∀n ∈ N; T (n), přı́padně ∀n ≥ p; T (n), kde n, p jsou přirozená
čı́sla.

Ve shodě s výše uvedenou úlohou se při důkazu matematickou indukcı́ využı́vá dvou kroků – indukčnı́ho
předpokladu a indukčnı́ho kroku.

Důkaz matematickou indukcı́:

1. Indukčnı́ předpoklad
Tvrzenı́ se dokáže pro n = 1, tedy platı́ T (1) (resp. tvrzenı́ se dokáže pro n = p, kde p je nejmenšı́ hodnota
proměnné n, tedy platı́ T (p)). Někdy se tvrzenı́ dokazuje ještě pro několik následujı́cı́ch přirozených čı́sel.

2. Indukčnı́ krok
Pro libovolné k ∈ N (resp. pro libovolné k ≥ p) je třeba dokázat: Platı́-li tvrzenı́ pro přirozené čı́slo k,
pak platı́ i pro následujı́cı́ přirozené čı́slo k + 1, tedy ∀k ∈ N; T (k) ⇒ T (k + 1).

Úloha 19
Dokažte, že pro všechna přirozená čı́sla n platı́: 2 + 4 + 6 + · · · + 2n = n · (n + 1).

Řešenı́:
Levou stranu nerovnosti označ symbolem L(n), tedy L(n) = 2 + 4 + 6 + · · · + 2n. Pravá strana je
P (n) = n · (n + 1).

Ověř oba kroky matematické indukce.

1. Nejprve dokaž, že L(1) = P (1). Platı́, že L(1) = 2, P (1) = 1 · 2 = 2, tedy L(1) = P (1).
2. Je třeba dokázat, že platı́: ∀k ∈ N; L(k) = P (k) ⇒ L(k + 1) = P (k + 1).

Za předpokladu, že je L(k) = P (k), platı́:

L(k + 1) = 2 + 4 + · · · + 2k︸ ︷︷ ︸
L(k)

+2(k + 1) = L(k) + 2(k + 1) = P (k) + 2(k + 1) =

= k · (k + 1) + 2(k + 1) = (k + 1) · (k + 2)

P (k + 1) = (k + 1) · (k + 2) = L(k + 1)

Pro nepravdivý předpoklad kdy L(k) �= P (k), je implikace pravdivá.

Závěr:
Tvrzenı́ je pravdivé.
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Úloha 20
Je dán výraz V (n) = 6n2 + 3n.

Dokažte, že
a) platı́: ∀n ∈ N; 6 |V (n) ⇒ 6 |V (n + 1),
b) nenı́ pravda, že ∀n ∈ N; 6 |V (n).

Řešenı́:
a) V (n + 1) = 6(n + 1)2 + 3n+1 = 6n2 + 12n + 6 + 3 · 3n = 6n2 + 12n + 6 + (1 + 2) · 3n =

= 6n2 + 12n + 6 + 3n + 2 · 3n = 6n2 + 3n
︸ ︷︷ ︸

V (n)

+12n + 6 + 2 · 32 =

= V (n) + 12n + 6 + 2 · 3 · 3n−1 = V (n) + 6 · (2n + 1 + 3n−1)

Pokud je předpoklad nepravdivý, tedy 6 � V (n), pak je implikace pravdivá.
Pokud je předpoklad pravdivý, tedy 6 |V (n), pak platı́, že 6 | [ V (n) + 6 · (2n + 1 + 3n−1) ] , nebot’
k výrazu dělitelnému šesti byl přičten jen násobek čı́sla 6.

b) Hodnota výrazu V (n) = 6n2 + 3n pro n = 1 je V (1) = 9, tedy alespoň jedna hodnota výrazu nenı́
dělitelná šesti.

Poznámka:
Indukčnı́ předpoklad nenı́ splněn, ale indukčnı́ krok platı́.

Závěr:
Byla dokázána pravdivost implikace i nepravdivost druhého tvrzenı́.

Úloha 21

V rovině je umı́stěno n různých bodů. Dokažte, že existuje nejvýše
(

n

2

)
různých přı́mek, z nichž každá procházı́

alespoň dvěma z daných bodů, je-li n libovolné přirozené čı́slo většı́ než 1.

Řešenı́:
Počet výše definovaných různých přı́mek pro n různých bodů roviny označ symbolem p(n). Máš dokázat, že

∀n ∈ N\{1}, p(n) ≤
(

n

2

)
. Dokaž oba kroky matematické indukce.

1. Dvěma různými body je možné vést právě jednu

přı́mku. Pro n = 2 platı́ p(2) = 1 =

(
2

2

)
.

2. Necht’prvnı́ch k bodů je propojeno p(k) přı́mkami.
Z dalšı́ho bodu Ak+1 vedeš k bodům A1–Ak dalšı́ch
k přı́mek, z nichž nejvýše k je nových (některé mo-
hou splynout s již existujı́cı́mi přı́mkami).

Platı́ p(k + 1) ≤ k + p(k).

Je-li splněn indukčnı́ předpoklad, pro k bodů, tedy

P (k) ≤
(

k

2

)
, pak platı́:

A1

A2

A3

A4

Ak

Ak+1

p(k + 1) ≤ k + p(k) ≤ k +

(
k

2

)
= k +

k!

(k − 2)! 2!
=

2k (k − 2)! + k!

2(k − 2)!
=

=
(k − 2)! [2k + k(k − 1)]

2(k − 2)!
=

(k − 2)! (k2 + k)

2(k − 2)!
=

(k + 1)k(k − 2)!

2(k − 2)!

Dále rozšı́řı́š dvojčlenem (k − 1):

(k + 1)k(k − 1)(k − 2)!

2(k − 1)(k − 2)!
=

(k + 1)!

2!(k − 1)!
=

(
k + 1

2

)
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1. výroky a výroková logika

Tedy platı́ p(k + 1) ≤
(

k + 1

2

)
.

Poznámka:
Tuto úlohu je možné dokazovat jednoduššı́m způsobem než matematickou indukcı́.

Závěr:
Uvedená nerovnost platı́ pro všechna přirozená čı́sla většı́ než 1.

Procvičuj

1. Ověřte pomocı́ tabulky pravdivostnı́ch hodnot, že pro libovolné výroky A a B platı́:
¬(A ∨ B) ⇔ (¬A ∧ ¬B)

2. Určete negaci výroku: Alespoň dva přı́klady jsem vyřešil správně.
a) Vyřešil jsem správně nejvýše dva přı́klady.
b) Určitě jsem správně vyřešil jeden přı́klad.
c) Vyřešil jsem správně nejvýše jeden přı́klad.
d) Nic jsem nevyřešil správně.

3. Určete negaci výroku: Nejvýše pět lidı́ ze třı́dy sežene lı́stky na koncert.
a) Pět lidı́ lı́stky nesežene.
b) Alespoň šest lidı́ lı́stky sežene.
c) Maximálně čtyři seženou lı́stky.
d) Nikdo lı́stky nesežene.

4. Určete negaci výroku: Na výlet pojede právě jeden z mých rodičů.
a) Na výlet pojedou oba.
b) Na výlet nepojede žádný z mých rodičů.
c) Na výlet pojede bud’jeden nebo druhý.
d) Na výlet pojedou oba nebo žádný z mých rodičů.

5. Určete negaci výroku: Půjdu do kina nebo do divadla.
a) Nepůjdu do kina ani do divadla.
b) Půjdu do kina i do divadla.
c) Půjdu do kina a nepůjdu do divadla.
d) Nepůjdu do kina, půjdu do divadla.

6. Negujte výroky:
a) Půjdu se koupat právě tehdy, když bude jasno.
b) Když si dám kávu, dám si také zákusek.

7. Negujte výroky:
a) Jaká matka, taká Katka.
b) Žádný učený z nebe nespadl.
c) Nebude-li pršet, nezmokneme.

8. Vyslovte obměnu a negaci implikacı́:
a) Pokud se neučil, nic nevypočı́tá.
b) Složı́m-li maturitnı́ zkoušku, oslavı́m to s rodiči.

9. Určete, zda následujı́cı́ logické souvětı́ je tautologiı́: ((A ⇒ B) ∧ A) ⇒ B
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Klíč k procvičuj

1. Nejdřı́ve sestavı́š tabulku pravdivostnı́ch hodnot:
A B ¬A ¬B A ∨ B ¬(A ∨ B) (¬A ∧ ¬B) ¬(A ∨ B) ⇔ (¬A ∧ ¬B)

1 1 0 0 1 0 0 1
1 0 0 1 1 0 0 1
0 1 1 0 1 0 0 1
0 0 1 1 0 1 1 1

Jelikož v poslednı́m sloupci nacházı́me samé jedničky, je tı́m tvrzenı́ ověřeno.

2. Správně je c) ”Alespoň n“ neguj jako ”nejvýše n − 1“.

3. Správně je b) ”Nejvýše n“ neguj jako ”alespoň n + 1.“

4. Správně je d) Negace výroku ”právě jeden ze dvou“ je ”žádný nebo oba“.

5. Správně je a) Negace výroku A ∨ B je ¬A ∧ ¬B.

6. V přı́padě a) neguj ekvivalenci A ⇔ B jako A ⇔ ¬B, přı́padně jako ¬A ⇔ B. Obě tyto možnosti jsou:
Půjdu se koupat, právě když nebude jasno. Nepůjdu se koupat, právě když bude jasno.
V přı́padě b) neguj implikaci A ⇒ B jako A ∧ ¬B : Dám si kávu a nedám si zákusek.

7. V přı́padě a) neguješ implikaci: Taková (nějaká) matka a jiná Katka.
V přı́padě b) se neguje také kvantifikátor: Alespoň jeden učený z nebe spadl.
V přı́padě c) neguješ implikaci: Nebude pršet a zmokneme.

8. a) Obměna: Pokud něco vypočı́tá, pak se učil.
Negace: Neučil se a něco vypočı́tá.

b) Obměna: Když nebudu slavit s rodiči, nesložil jsem maturitnı́ zkoušku.
Negace: Složı́m maturitnı́ zkoušku a neoslavı́m to s rodiči.

9. Sestav tabulku pravdivostnı́ch hodnot:
A B A ⇒ B (A ⇒ B) ∧ A ((A ⇒ B) ∧ A) ⇒ B

1 1 1 1 1
1 0 0 0 1
0 1 1 0 1
0 0 1 0 1

Uvedený výrok je tautologiı́.
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2. Absolutní  hodnota, rovnice a nerovnice

2 Absolutní hodnota, rovnice a nerovnice

Silnice z Plumlova do Prostějova procházı́ i vesnicemi Mostkovice, Domamyslice a Krasice. Vzdálenosti obcı́
při jı́zdě po silnici jsou: Plumlov –Mostkovice 2 km,Mostkovice –Domamyslice 2 km,Domamyslice –Krasice
2 km a Krasice – Prostějov 2 km. Silnice procházı́ též obcı́ Čechovice. Najdi polohu Čechovic, jestliže vı́š:

a) Silničnı́ vzdálenost Čechovic od Plumlova je většı́ než 4 km.
b) Při cestě z Čechovic do Domamyslic se ujede nejméně 1 km.
c) Silnice z Čechovic do Prostějova má délku nejméně 3 km.
d) Z Čechovic do Krasic se neujedou ani 3 km.

Řešenı́:
Přehledné je grafické řešenı́. Na čı́selné ose x s počátkem v bodě Pl (Plumlov) umı́sti body představujı́cı́ dalšı́
obce. (Zvol si např. kladnou poloosu.) Body znázorňujı́cı́ jednotlivé obce jsou označeny počátečnı́mi pı́smeny
názvů obcı́, Prostějov je Pr. Souřadnice těchto bodů jsou přı́slušné silničnı́ vzdálenosti od Plumlova: Pl[0],
M [2], D[4], K[6], Pr[8], neznámou vzdálenost majı́ Čechovice Č[x].

Neznámou x lze vyjádřit soustavou nerovnic a zobrazit na čı́selné ose:

a) |x| > 4 ⇔ x ∈ (−∞; 4) ∪ (4;∞) dvě polopřı́mky bez hraničnı́ch bodů
b) |x − 4| ≥ 1 ⇔ x ∈ (−∞; 3〉 ∪ 〈5;∞) dvě polopřı́mky s hraničnı́mi body
c) |x − 8| ≥ 3 ⇔ x ∈ (−∞; 5〉 ∪ 〈11;∞) dvě polopřı́mky s hraničnı́mi body
d) |x − 6| < 3 ⇔ x ∈ (3; 9) úsečka bez krajnı́ch bodů

Řešenı́m je průnik množin v a) – b). (Hodnotu x = 5 obsahujı́ všechny množiny.)

Závěr:
Čechovice ležı́ mezi Plumlovem a Prostějovem ve vzdálenosti 5 km od Plumlova a 3 km od Prostějova.

2.1 Absolutní hodnota, geometrická interpretace

Absolutnı́ hodnota reálného čı́sla a je nezáporné čı́slo |a|, které se vytvořı́ podle pravidla: Nezáporné čı́slo se
absolutnı́ hodnotou nezměnı́ (|a| = a pro a ≥ 0), ze záporného čı́sla vytvořı́ absolutnı́ hodnota čı́slo opačné,
tedy kladné (|a| = −a pro a < 0).

Úloha 1
Určete absolutnı́ hodnoty následujı́cı́ch čı́sel a výrazů:

a 2 0 −3 −10−3 3 − π
√

8 −
√

7 3 −
√

10 cos 8π
7 tg 8π

7

x, kde
x ≤ −10−3

y, kde
1 − 2y < 0

Řešenı́:

|a| 2 0 3 10−3 π − 3
√

8 −
√

7
√

10 − 3 − cos 8π
7 tg 8π

7

−x, nebot’
x < −10−3 < 0

y, nebot’
y > 1

2 > 0

2	A bsolutní hodnota, rovnice a nerovnice
2.1	 Absolutní hodnota, geometrická interpretace
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Úloha 2
Platı́ následujı́cı́ rovnosti? Řešenı́:

a) | log 0,1 + log
√

10| =
1

2
L =

∣∣∣∣−1 +
1

2

∣∣∣∣ =
1

2
Ano

b) | log 0,1 + log
√

10| = | log 0,1| + | log
√

10| P = | − 1| + |0,5| = 1,5 Ne
c) |3 − π| = |π − 3| Výrazy uvnitř | | jsou opačné. Ano
d) |3 +

√
10| = | − 3 −

√
10| Výrazy uvnitř | | jsou opačné. Ano

e)
|g2 − 1|
|g − 1| = g + 1 pro libovolné g ∈ R\{1} L =

|g − 1| |g + 1|
|g − 1| = |g + 1| Ne

f)
√

a2 − 4a + 4 = |2 − a| pro každé a ∈ R P =
√

(a − 2)2 = |a − 2| Ano

Absolutnı́ hodnotu reálného čı́sla a je možné znázornit na čı́selné ose jako vzdálenost obrazu čı́sla a od počátku.
(Absolutnı́ hodnota komplexnı́ho čı́sla z se znázornı́ v Gaussově rovině rovněž jako vzdálenost obrazu čı́sla z od
počátku.) Absolutnı́ hodnota rozdı́lu dvou čı́sel |m−n| se interpretuje jako vzdálenost obrazů obou čı́sel m, n.

Úloha 3
Na čı́selné ose zobrazte všechny hodnoty čı́sla x ∈ R vyhovujı́cı́ vztahu:

a) |x| = 2 b) |x − 2| = 3 c) |x + 4| = |x|
d) |x − 1| > 0 e) |x − 3| ≥ |x + 1| f) |x − 1| = 1 + |x + 6|
g) 0 < |x − a| < ε, kde ε > 0, a ∈ R

Řešenı́:
Každý výraz nejprve správně interpretuj:

a) Vzdálenost obrazu čı́sla x od počátku je 2 (jednotky).
Řešenı́m jsou obě čı́sla z množiny {−2; 2}. −2 0 2 x

b) Vzdálenost obrazu čı́sla x od čı́sla 2 je 3. Řešenı́m jsou
obě čı́sla z množiny {−1; 5}.

−1 0 2 5 x

3 3

c) Obraz čı́sla x je stejně vzdálen od čı́sla −4 jako od
počátku. Řešenı́m je jediné čı́slo množiny {−2}. −2−4 0 x

d) Vzdálenost obrazu čı́sla x od 1 je většı́ než 0.
Řešenı́m jsou všechna reálná čı́sla kromě čı́sla 1,
tj. R\{1}. 1 x

e) Obraz čı́sla x je od 3 alespoň tak vzdálen jako od −1.
Řešenı́m je interval (−∞; 1〉, kde 1 (souřadnice středu
úsečky, jejı́ž krajnı́ body majı́ souřadnice −1 a 3) před-
stavuje hodnotu x splňujı́cı́ rovnost obou výrazů.

−1 1 3 x

f) Obraz čı́sla x je od 1 o jedničku dále než od−6. Řešenı́m
je pouze {−3}.

−6 −3 1

3 4

x

g) Obraz čı́sla x je od obrazu čı́sla a vzdálen o méně než
ε, a x �= a. Řešenı́m je (a − ε, a + ε)\{a}.

a − ε a a + ε

ε ε

x
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2.2 Graf lineární funkce s absolutní hodnotou

Úloha 4
Porovnej tři funkce f1, f2, f3 s absolutnı́ hodnotou s jednoduchou lineárnı́ funkcı́ f :

f : y = x − 1 a) f1 : y = |x − 1| b) f2 : y = |x| − 1 c) f3 : y = ||x| − 1|

Řešenı́:

x1

y

1 f

x1

y

1 f1

x1

y

1 f2

x1

y

1 f3

a) Celý výraz na pravé straně je v absolutnı́ hodnotě. Žádná hodnota y proto nenı́ záporná. Po doplněnı́
absolutnı́ hodnoty změnı́ všechny záporné hodnoty výrazu x − 1 znaménko, nezáporné hodnoty nikoli.
Body grafu funkce f , které ležı́ pod souřadnicovou osou x, se zobrazı́ souměrně podle této osy (”překlopı́
se“ nahoru), ostatnı́ body zůstávajı́ beze změny.

b) V absolutnı́ hodnotě je neznámá x. Pro nezáporné hodnoty x se doplněnı́m absolutnı́ hodnoty výraz
nezměnı́. Část grafu funkce f2 vpravo od souřadnicové osy y se proto shoduje s grafem funkce f . Dále
se využije vlastnosti |x| = | − x|. Platı́, že f2(−x) = f2(x), funkce je sudá, graf je tedy souměrný podle
osy y. Levá část grafu se doplnı́ souměrně podle pravé.

c) Jde o kombinaci obou předchozı́ch vlastnostı́. Funkci f3 se zı́ská z funkce f1 jako v předchozı́m přı́padě
změnou x na |x|. Funkce f3 je opět sudá. Graf funkce vpravo od osy x se oproti funkci f1 nezměnı́, levá
část se vytvořı́ ”obtisknutı́m“ pravé části.

Úloha 5
Výraz V (x), kde x ∈ R, vyjádřete bez absolutnı́ hodnoty.

a) V (x) = |2x − 5|
b) V (x) = | − 2x − 4|

Řešenı́:
Výraz zapsaný uvnitř absolutnı́ hodnoty může nabývat kladných (+), záporných (-), nebo nulových hodnot
v závislosti na hodnotě x. Hodnota x, pro nı́ž je výraz nulový, se nazývá nulový bod. Přidánı́m nebo odstraněnı́m
absolutnı́ hodnoty se nezáporný výraz nezměnı́, záporný výraz změnı́ znaménko.

a) Nulový bod výrazu 2x − 5 uvnitř absolutnı́ hodnoty je 2,5, nebot’2x − 5 = 0 ⇔ x = 2,5.
I. způsob řešenı́:

1. Výraz 2x− 5 uvnitř absolutnı́ hodnoty je kladný pro x ∈ (2,5;∞), nebot’2x− 5 > 0 ⇔ x > 2,5.
V tomto intervalu se výrazy s absolutnı́ hodnotou a bez absolutnı́ hodnoty nelišı́:
V (x) = |2x − 5| = 2x − 5.

2. Výraz 2x−5 uvnitř absolutnı́ hodnoty je záporný pro x ∈ (−∞; 2,5), nebot’2x−5 < 0 ⇔ x < 2,5.
V tomto intervalu má výraz s absolutnı́ hodnotou opačné znaménko než výraz bez absolutnı́
hodnoty, tedy V (x) = |2x − 5| = −(2x − 5) = −2x + 5.

II. způsob řešenı́:
Určı́ se nulový bod, viz výše: x = 2,5. Uvnitř intervalu ohraničeného nulovým bodem má výraz bez
absolutnı́ hodnoty stále stejné znaménko. Znaménko výrazu se určı́ dosazenı́m libovolného bodu z tohoto
intervalu.

1. Např. 3 ∈ (2,5;∞), 2 · 3 − 5 = 1 > 0, proto je pro x ∈ (2,5;∞) výraz 2x − 5 > 0 a platı́
V (x) = |2x − 5| = 2x − 5. (Absolutnı́ hodnota kladný výraz neovlivnı́.)

2.2	 Graf lineární funkce s absolutní hodnotou
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2. Podobně 0 ∈ (−∞; 2,5), 2 · 0 − 5 = −5 < 0, proto je pro x ∈ (−∞; 2,5) výraz 2x − 5 < 0 a
platı́ V (x) = |2x− 5| = −2x+5. (Absolutnı́ hodnota záporného výrazu je kladná, tedy opačná.)

Závěr:
Pro x ∈ (2,5;∞) je V (x) = 2x − 5, dále V (2,5) = 0 a pro x ∈ (−∞; 2,5) je V (x) = −2x + 5.

Poznámka:
Nulový bod je možné připojit k libovolnému z obou intervalů.

b) V (x) = | − 2x − 4| (II. způsob)
Nulový bod: −2x − 4 = 0 ⇔ x = −2.
Nulový bod rozdělı́ množinu reálných čı́sel na dva intervaly: R = (−∞;−2) ∪ 〈−2;∞)

1. Např. −3 ∈ (−∞;−2), −2 · (−3) − 4 = 2 > 0, hodnota výrazu s absolutnı́ hodnotou je stejná:
V (x) = | − 2x − 4| = −2x − 4.

2. Podobně 0 ∈ 〈−2;∞), −2 · 0 − 4 = −4 < 0, hodnota výrazu s absolutnı́ hodnotou je opačná:
V (x) = | − 2x − 4| = 2x + 4.

Závěr:
Pro x ∈ (−∞;−2) je V (x) = −2x − 4, pro x ∈ 〈−2;∞) je V (x) = 2x + 4.

Úloha 6
Sestrojte graf funkce f : y = |2x − 3| + |x + 1| + x − 6.

Řešenı́:
Nejprve je třeba odstranit absolutnı́ hodnoty. Urči nulové body obou výrazů v absolutnı́ hodnotě:
2x − 3 = 0 ⇔ x = 1,5; x + 1 = 0 ⇔ x = −1

Dva nulové body rozdělı́ definičnı́ obor funkce na tři intervaly:

1. V jednotlivých intervalech nahrad’ absolutnı́ hodnotu odpovı́dajı́cı́m výrazem bez absolutnı́ hodnoty
(odstraněnı́ absolutnı́ hodnoty výrazu):

x ∈ I = (−∞;−1) II = 〈−1; 1,5) III = 〈1,5;∞)

|2x − 3| 3 − 2x 3 − 2x 2x − 3

|x + 1| −x − 1 x + 1 x + 1

Do výrazu v absolutnı́ hodnotě se dosadı́ libovolné čı́slo z přı́slušného intervalu (např. −2 v intervalu
I, 0 v II, a 2 v III). Je-li hodnota výrazu kladná, absolutnı́ hodnota se odstranı́ beze změny, pro záporné
hodnoty se výraz násobı́ čı́slem −1 a znaménka všech členů se změnı́, viz přı́klad 5b).

2. Uprav přepis funkce v jednotlivých intervalech:

I. x ∈ (−∞;−1) II. x ∈ 〈−1; 1,5) III. x ∈ 〈1,5;∞)
y = 3 − 2x − x − 1 + x − 6 y = 3 − 2x + x + 1 + x − 6 y = 2x − 3 + x + 1 + x − 6
y = −2x − 4 y = −2 y = 4x − 8

3. Grafy všech třı́ funkcı́ jsou části přı́mek. Přı́mka je určena dvěma body. Pro každou funkci definovanou
pro daný interval urči souřadnice dvou bodů (použij i krajnı́ch bodů intervalů) a zakresli graf funkce:

I. II. III.

x −2 −1

y 0 −2

x −1 1,5

y −2 −2

x 1,5 2
y −2 0
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2. Absolutní  hodnota, rovnice a nerovnice

Definičnı́ obor funkce f je R, obor hodnot je interval 〈−2;∞).
Graf je možné načrtnout bez předešlých úprav pomocı́ čtyř bodů.
Z původnı́ho předpisu funkce se určı́ hodnoty funkce v nulových
bodech výrazů v absolutnı́ hodnotě, v nichž se graf funkce ”láme“,
a po jedné hodnotě ještě ve vnitřnı́ch bodech obou krajnı́ch intervalů:

x1 2−2

y

1
f

−2

f(−1) = |2 · (−1) − 3| + | − 1 + 1| + (−1) − 6 = −2,
f(1,5) = |2 · 1,5 − 3| + |1,5 + 1| + 1,5 − 6 = −2 a podobně f(−2) = 0, f(2) = 0.

2.3 Rovnice s absolutní hodnotou

Úloha 7
V R řešte: |x + 2| = |x| − 3

Řešenı́:
Užij podobného postupu jako u předchozı́ úlohy. Jednotlivé kroky je možné zaznamenat do tabulky.
Nulové body jsou x = −2 a x = 0, a ty rozdělı́ množinu reálných čı́sel na tři intervaly.

x ∈ I = (−∞;−2) II = 〈−2; 0) III = 〈0;∞)

|x + 2| −x − 2 x + 2 x + 2

|x| −x −x x

Rovnice: −x − 2 = −x − 3

−2 = −3

nepravdivý výrok

x + 2 = −x − 3

x = −5

2

x + 2 = x − 3

2 = −3

nepravdivý výrok

Řešenı́ v intervalu: KI = ∅ −5

2
/∈ 〈−2; 0) ⇒ KII = ∅ KIII = ∅

Rovnice nemá řešenı́.

2.4 Nerovnice s absolutní hodnotou

Úloha 8

V R řešte: |x + 3| > |x − 2| + x

Řešenı́:
Nulové body jsou x = −3 a x = 2, takže opět dostáváš tři intervaly.

x ∈ I = (−∞;−3) II = 〈−3; 2) III =〈2;∞)

|x + 3| −x − 3 x + 3 x + 3

|x − 2| −x + 2 −x + 2 x − 2

Nerovnice: −x − 3 > −x + 2 + x
−x > 5
x < −5
x ∈ (−∞;−5)

x + 3 > −x + 2 + x
x > −1
x ∈ (−1;∞)

x + 3 > x − 2 + x
−x > −5
x < 5
x ∈ (−∞; 5)

Řešenı́
v intervalu:

KI =
= (−∞;−3) ∩ (−∞;−5) =
= (−∞;−5)

KII =
= 〈−3; 2) ∩ (−1;∞) =
= (−1; 2)

KIII =
= 〈2;∞) ∩ (−∞; 5) =
= 〈2; 5)

Řešenı́ zı́skáš sjednocenı́m dı́lčı́ch řešenı́: K = KI ∪ KII ∪ KIII

Závěr:
K = (−∞;−5) ∪ (−1; 5).

2.3	 Rovnice s absolutní hodnotou

2.4	 Nerovnice s absolutní hodnotou
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Procvičuj

1. Sestrojte graf funkce y = |3 − x| + |3 + x|.
2. Grafem funkce y = | − x − 1| je:

a) b) c) d)

3. Grafem funkce y = −|1 − x| je:

a) b) c) d)

4. Grafem funkce y = −|x − 1| − |x + 1| je:

a) b)

c) d)

5. Sestrojte graf funkce y = ||x + 2| − 2|

6. Řešte rovnici v R :
1

3
|x − 2| = 3|x − 4|

7. Řešte rovnici v R : 2|x + 1| + |x − 3| = |5 − x|
8. Řešte nerovnici v R : 6 − 3|1 − x| ≤ |x + 2|
9. Řešte nerovnici v R : |x − 4| + 5|x − 1| + x − 5 > 3|x − 2|

10. Sestrojte graf funkce y = |x2 + 3x − 4|.

11. Řešte nerovnici v R :
1

|x + 2| ≥ 3
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2. Absolutní  hodnota, rovnice a nerovnice

Klíč k procvičuj

1. Nejdřı́ve urči nulové body absolutnı́ch hodnot; ty jsou: 3 − x = 0 ⇒ x = 3; 3 + x = 0 ⇒ x = −3.

Nulové body rozdělı́ definičnı́ obor funkce. Řešenı́ můžeš psát do tabulky:

x ∈ I = (−∞;−3) II = 〈−3; 3) III = 〈3;∞)

|3 − x| 3 − x 3 − x −3 + x

|3 + x| −3 − x 3 + x 3 + x

|3 − x| + |3 + x| −2x 6 2x

V každém intervalu je funkce předepsána bez absolutnı́ hodnoty a můžeš zakreslit graf.

2. Správně je a). Určı́š nulový bod absolutnı́ hodnoty: −x − 1 = 0 ⇒ x = −1
V tomto bodě tedy nabývá funkce nulové hodnoty a dotýká se osy x. Mimo tento bod funkce nabývá
kladných hodnot, jak vyplývá z definice absolutnı́ hodnoty.

3. Správně je b). Určı́š nulový bod absolutnı́ hodnoty: 1 − x = 0 ⇒ x = 1
V tomto bodě opět funkce nabývá nulové hodnoty a dotýká se osy x. Mimo tento bod nabývá záporných
hodnot.

4. Správně je c). Určı́š nulové body absolutnı́ch hodnot, které rozdělı́ definičnı́ obor funkce do třı́ intervalů
(−∞;−1), (−1; 1), (1;∞). Na každém z těchto intervalů má funkce tvar postupně
y = 2x, y = −2, y = −2x.

5. Nejdřı́ve sestrojı́š graf funkce y = |x + 2| − 2 stejným způsobem
jako v předchozı́ch úlohách. Na intervalu (−4; 0), kde tato funkce
nabývá záporných hodnot, dojde kvůli vnějšı́ absolutnı́ hodnotě
k překlopenı́ záporných hodnot na kladné a vznikne charakteristický
tvar velkého pı́smene W. 0−4 −2

2

x

y

6. Určı́š nulové body absolutnı́ch hodnot: x − 2 = 0 ⇒ x = 2; x − 4 = 0 ⇒ x = 4
Rovnici budeme řešit zvlášt’na třech intervalech: (−∞; 2〉, 〈2; 4〉, 〈4;∞)

1) Pro x ∈ (−∞; 2〉 platı́: |x− 2| = −(x− 2) = −x + 2, |x− 4| = −(x− 4) = −x + 4 Rovnice má

tvar
1

3
(−x + 2) = 3(−x + 4) ⇒ x =

17

4
. V daném intervalu výsledek neležı́, proto nenı́ kořenem.

2) Pro x ∈ 〈2; 4〉 platı́: |x − 2| = x − 2, |x − 4| = −(x − 4) = −x + 4

Rovnice má tvar
1

3
(x − 2) = 3(−x + 4) ⇒ x =

19

3
. Výsledek v daném intervalu ležı́, tedy je

kořenem.
3) Pro x ∈ 〈4;∞) platı́: |x − 2| = x − 2, |x − 4| = x − 4

Rovnice má tvar
1

3
(x − 2) = 3(x − 4) ⇒ x =

17

4
. Výsledek v daném intervalu ležı́, je tedy

kořenem.

Daná rovnice má dvě řešenı́ x1 =
19

5
, x2 =

17

4
.

7. Určı́š nulové body absolutnı́ch hodnot x+1 = 0 ⇔ x = −1; x− 3 = 0 ⇔ x = 3; 5−x = 0 ⇔ x = 5.
Rovnici budeme řešit zvlášt’na čtyřech intervalech: (−∞;−1〉, 〈−1; 3〉, 〈3; 5〉, 〈5;∞).

1) Pro x ∈ (−∞;−1〉 platı́: |x + 1| = −x − 1; |x − 3| = −x + 3; |5 − x| = 5 − x
Rovnice má tvar 2(−x − 1) + (−x + 3) = 5 − x ⇒ x = −2. Výsledek ležı́ v daném intervalu,
proto je kořenem rovnice.


