KIASICKE DILO V CESTINE

AKTUALIZOVANO A PRIZPUSOBENO SOUCASNYM
PROGRAMATORSKYM TRENDUM

Umeéni
programovani
1. dil

Zakladni
algoritmy

A
vy
ADDISON

westey @PRESS.

DONALD E. KNUTH




Donald E. Knuth

Uméni programovani
1. dil, Zakladni algoritmy

Computer Press, a.s.
Brno
2008



Umeéni programovdni
1. dil, Zdkladni algoritmy

Donald E. Knuth

Computer Press, a.s., 2008. Vyddni prvni.

Pieklad: David Krasensky Komentaf na zadni strané obalky: Radek Hylmar
Odborna korektura: Pavel Topfer, Jan Kucera Technicka spoluprace: Jifi Matousek, Petr Sojka,
Jazykova korektura: Alena Lanickova David Krasensky, Jiff Rybicka, Petr Klima
Vnitini aprava: Petr Sojka Odpovédny redaktor: Radek Hylmar

Sazba: Petr Sojka Technicky redaktor: Jifi Matousek

Rejstiik: David Krdsensky, Petr Sojka Produkce: Daniela Necasovd

Obilka: Ivana Mitickova

Authorized translation from the English language edition, entitled THE ART OF COMPUTER
PROGRAMMING, VOLUME 1: FUNDAMENTAL ALGORITHMS, 3rd EDITION, 0201896834 by
KNUTH, DONALD E., published by Pearson Education, Inc, publishing as Addison—Wesley

Professional, Copyright © 1997 Addison—Wesley.

All rights reserved. No part of this book may be reproduced or transmitted in any form or by any
means, electronic or mechanical, including photocopying, recording or by any information storage
retrieval system, without permission from Pearson Education, Inc. CZECH language edition publis-
hed by COMPUTER PRESS, A.S., Copyright © 2008.

Autorizovany pieklad z origindlniho anglického vydani The Art of Computer Programing,

Volume 1: Fundamental Algorithms, 3rd Edition.

Origindlni copyright: © Addison-Wesley, 1997.

Pieklad: © Computer Press, a.s., 2008.

Computer Press, a. s.,
Holandska 8, 639 00 Brno

Objedndvky knih:
http://knihy.cpress.cz
distribuce@cpress.cz
tel.: 800 555 513

ISBN 978-80-251-2025-5
Prodejni kod: K1463
Vydalo nakladatelstvi Computer Press, a. s., jako svou 2992. publikaci.

© Computer Press, a.s. Viechna prava vyhrazena. Zddn4 st této publikace nesmi byt kopirovina
a rozmnozovdna za Ucelem rozsifovani v jakékoli formé ¢i jakymkoli zptisobem bez pisemného
souhlasu vydavatele.



Tuto sérii knih s laskou a vzpominkami vénuji

pocitaci Typu 650, ktery byl kdysi instalovan

na Case Institute of Technology

a se kterym jsem proZil mnoho nezapomenutelnych veceri.






PREDMLUVA

Tady je knizka, o jejiz vydani jste nas Zadali v tisicich dopisd.

Jeji sestaveni nam trvalo mnoho let, kdy jsme provérovali bezpocet riiznych
receptd a vybirali z nich jen ty nejlepsi, ty nejzajimavéjsi a ty
nejdokonalejsi. Nyni se mizZeme bez jediného stinu pochybnosti zarucit

za jeden kazdy z nich: budete-li se doslova drzet predepsanych postupi,
dosahnete presné stejného vysledku jako my, prestoze jste tfeba nikdy dosud
nevarili.

— McCallova kucharka (1963)

PROCES pripravy programii pro ¢islicové pocitace je zvlasté zajimavy, a to nejen
pro své ekonomické a védecké piinosy, ale také pro své estetické stranky, diky
nimz se podobé sklddani ver$t nebo hudby. Tato kniha je prvnim z nékolika
svazktl, ve kterych ¢tenaf pozné rtizné dovednosti zdatného programatora.

Nasledujici kapitoly nejsou ovSsem pojaty jako ivod do programovani po-

Citaci; predpokladame, Ze jiz ¢tenar v tomto smyslu jisté zkuSenosti ma. Po-
zadavky ke studiu knihy jsou fakticky velmi jednoduché, ale zaCateénik musi
vénovat jistou praci a ¢as zakladnimu seznameni s éislicovym pocitacem. Ctenaf
této knihy by meél:

2)

b)

Mit néjakou predstavu o praci ¢islicového pocitace s uloZzenym programem;
neni nutné znat jeho elektroniku, ale spise védét, jak se instrukce ukléddaji
do paméti pocitace a nasledné vykonavaji.

Byt schopen prevést feseni problémii do natolik explicitnich pojmi, Ze jim
dokéaze ,porozumét® i poéita¢. (Pocitace totiz nemaji zadny ,zdravy rozum¢;
udélaji pfesné to, co jim fekneme, nic méné a nic vice. Tento princip je pfi
prvoim setkani s poc¢itacem nejobtiznéjsi.)

Mit alespon néjaké znalosti zakladnich pocitacovych technik, jako je tvorba
cykli (opakované provadéni jisté mnozZiny instrukei), volani podprogramt
a prace s indexovanymi proménnymi.

Znét alesporii trochu pocitadovou hantyrku — védét, co je ,pamét®, ,regis-
try“, ,bity“, ,pohybliva fadova carka“, ,preteceni“, ,software”. K vétsiné
vyrazi, které nejsou definovany pfimo v textu, je uvedena stru¢na definice
v rejstiiku na konci svazku.

Tyto ¢tyri predpoklady bychom moznad mohli shrnout do jediného pozadavku,
a sice ze Ctendr jiz napsal a otestoval dejme tomu nejméné ¢tyii programy pro
nejméné jeden pocitac.
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Celou tuto sérii knih se snazim psat tak, aby slouzila nékolika tceltim. Knihy
jsou predevsim referenénimi publikacemi, které shrnuji poznatky z nékolika dile-
zitych oblasti. Knihy je také mozné vyuzit jako ucebnice k samostatnému studiu
nebo pro vysokoskolské kursy pocitact a informatiky. Pro splnéni obou téchto
cili jsem do textu zaclenil velké mnozstvi cviceni a vétsinu z nich jsem doplnil
i o odpovédi. Moji snahou bylo také zaplnit stranky fakty, a nikoli vagnim,
obecnym vykladem.

Série knih je urcena pro ¢tenare, ktefi se budou o pocitace zajimat hloubéji,
nemusi to ale nutné byt pocitacovi specialisté. Jednim z mych hlavnich cil bylo
skutecné zpristupnit tyto techniky programovani i lidem, ktefi pracuji v jinych
oblastech a mohou pocitace vhodné vyuzit, ale ktefi na druhé strané nemaji cas
hledat vSechny potiebné informace v riznych odbornych ¢asopisech.

Téma téchto knih bychom mohli oznaéit jako ,nenumerickou analyzu“. Po-
¢itace byvaly tradi¢né spojovany s fesenim riznych numerickych problémii, jako
je vypocet kotentl rovnice, numerické interpolace a integrace atd., ale podobnym
témattm se zde nijak do hloubky nevénujeme. Numerické programovani pocitaca
je velice zajimavou a rychle se rozvijejici oblasti poznani a je mu vénovana cela
fada knih. Od zacatku 60. let 20. stoleti se ale pocitace stale Castéji pouzivaji
i pfi feSseni problémt, v nichz se s ¢isly pracuje témér jen nahodou; zde jiz
nevyuzivame schopnosti pocitacti provadét aritmetické vypocty, ale schopnosti
jejich rozhodovani. S¢itani a od¢itani i v téchto nenumerickych oblastech prece
jen vyuzijeme, nasobeni a déleni jiz méné. Samoziejmé ze i Cloveék, ktery se zajima
pfedevsim o numerické programovani pocitaci, vyuzije znalosti nenumerickych
technik, protoze ty jsou zde uvedeny na pozadi numerickych programsi.

Vysledky vyzkumia v oblasti nenumerické analyzy najdete v raznych od-
bornych casopisech. Moji snahou bylo vyhledat v této rozsahlé literature ty
nejzakladnéjsi techniky, které se pfi programovani daji uplatnit v mnoha riznych
situacich. Pokusil jsem se tyto myslenky sjednotit do jakési ,teorie“, ale zaroven
jsem se pokusil ukazat i jeji aplikaci na rtizné praktické problémy.

»Nenumerickd analyza“ je pro tento obor samoziejmé neobycejné nelicho-
tivym nazvem; mnohem vhodnéjsi je charakterizovat jej pomoci vystizného po-
zitivniho oznaceni. Pojem ,zpracovani informaci“ je pro uvazovanou publikaci
prilis siroky a ,techniky programovani“ jsou jako pojem naopak prilis tuzké. Rad
bych proto navrhl, aby se témata probirand v téchto knihéch oznacovala jako
analyza algoritmi. Tento ndzev by mél mit vyznam: ,teorie vlastnosti urcitych
pocitacovych algoritmii“.

Cela série knih oznacend titulem Uméni programovani je vytvorena podle
nasledujici obecné osnovy:
Svazek 1. Zakladni algoritmy
Kapitola 1. Zakladni principy
Kapitola 2. Informacni struktury
Svazek 2. Seminumerické algoritmy
Kapitola 3. Nahodn4 c¢isla
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Kapitola 4. Aritmetika

Svazek 3. Razeni a vyhledavani

Kapitola 5. Razeni
Kapitola 6. Vyhledavani

Svazek 4. Kombinatorické algoritmy

Kapitola 7. Kombinatorické vyhledavani
Kapitola 8. Rekurze

Svazek 5. Syntaktické algoritmy

Kapitola 9. Lexikalni prohledévani
Kapitola 10. Lexikalni analyza

Svazek 4 hovoti o tak rozsahlém tématu, Ze jej ve skutecnosti tvori t¥i samostatné
knihy (svazky 4A, AB a 4C). Pfipravuji také dva dalsi svazky na specidlni
témata: Svazek 6, Teorie jazyku (Kapitola 11) a Svazek 7, Kompildtory (Ka-
pitola 12).

Knihu s uvedenymi kapitolami jsem zacal psat v roce 1962, a to v jediném
svazku, ale brzy jsem zjistil, Ze bude lépe se vénovat jednotlivym tématim do
hloubky, nez je jen prelétnout po povrchu. Vysledny rozsah textu znamena,
ze jedna kazdéa z kapitol obsahuje vic nez dost materidlu pro cely semestralni
kurs na vysoké skole; mé proto smysl vydat celou sérii v nékolika svazcich.
Vim, Ze je neobvyklé mit v celé knize jen dvé kapitoly, ale rozhodl jsem se pro
zachovani ptivodniho ¢islovani kapitol, a tim padem pro snazsi kiizové odkazy.
Planuji také zkracenou verzi svazki 1 az 5, kterd by méla slouzit jako obecnéjsi
reference a/nebo jako studijni materidl pro podcitacové kursy rfadného studia;
jejim obsahem bude podmnozina materidlt z celé série a specidlni informace
budou vynechany. I ve zkracené verzi bude zachovano stejné ¢islovani kapitol
jako v kompletnim dile.

Tento svazek muzete povazovat za jakysi ,prunik“ celé série, protoze ob-
sahuje zakladni material, ktery se pouziva v dalsich svazcich. Zbyvajici svazky
2 az 5 se oproti tomu daji ¢ist nezavisle na sobé. Svazek 1 je nejen referenc¢ni
priruckou pro studium ostatnich svazki, ale zaroven muze slouzit pro studijni
kursy nebo pro samostatné studium k tématu datovych struktur (tim zdtraziu-
jeme latku kapitoly 2) nebo jako text z diskrétni matematiky (kde zdrazitujeme
latku kapitol 1.1, 1.2, 1.3.3 a 2.3.4) nebo jako vyklad tématu programovdni ve
strojovém jazyce (tentokrat klademe duraz na kapitoly 1.3 a 1.4).

Pri psani téchto kapitol jsem zvolil jiny pFistup, nez jaky prebirad vétSina
soucasnych knih o programovani pocitaci: nepokousim se naucit ¢tenafe praco-
vat se softwarem nékoho jiného. Namisto toho chci, aby se naucil sdm psat lepsi
software.

Mym puvodnim cilem bylo privést ¢tenare k hranicim poznatk ve vSech
rozebiranych tématech. Drzet krok s oborem, ktery je ekonomicky tak ziskovy,
je ale neobycejné tézké, a vzhledem k rychlému rozmachu informatiky je tento
sen doslova nemozny. Tento obor se stal pestrou mozaikou, do jejichz desetitisici
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kaminkt pfispély svymi drobnymi vysledky desetitisice lidi po celém svété. Vzal
jsem si proto novy cil: soustfedit se na ,klasické“ techniky, které budou dilezité
i za nékolik desitek let, a popsat je tak, jak nejlépe umim. Zejména jsem se
pokusil sledovat historii kazdého z témat a tim vytvorit pevné zaklady pro
budouci pokrok. Pokusil jsem se volit takovou terminologii, ktera je strucna a je
v souladu se soucasnym stavem. A pokusil jsem se do textu zahrnout vSechny
znamé myslenky o programovani sekvencnich pocitact, které jsou krasné a daji
se snadno vyslovit.

Nyni je na misté nékolik slov k matematickému obsahu celé série knih.
Latka je uspofddana takovym zptsobem, ze ji dokédze stravit kazdy Ctenar se
znalostmi stiedoskolské algebry (snad jen presko¢i nékteré narocénéjsi ¢asti);
matematicky zdatny ¢tendf se zde dozvi spoustu zajimavych matematickych
postupiti souvisejicich s diskrétni matematikou. Této dvoji trovné vykladu jsem
dosahl jednak ohodnocenim kazdého ze cviceni, mezi nimiz jsou zv145t vyznacena
cviceni matematického charakteru, a také diky usporadani vétsiny ¢asti, kdy jsou
nejdilezitéjsi matematické vysledky uvedeny pred piislusnym dikazem. Vlastni
dtkazy jsou budto ponechény jako cvideni (odpovédi jsou shrnuty do samostatné
¢asti textu), nebo jsou uvedeny na konci vykladu.

Ctenaf, kterého zajima spise programovani nez matematika, miize po dosa-
Na druhé strané matematicky orientovany ¢tenaf zde najde mnozstvi zajimavého
materidlu. Vyznamna ¢ast publikovanych matematickych teorii k programovani
pocitact byla pfitom chybné, a proto je jednim z kol této knizky nasmeérovat
étenafe matematicky spravnym smérem. A protoZe se sim povazuji za matema-
tika, je moji povinnosti udrzovat v co nejvétsi mozné mire také matematickou
spravnost textu.

Pro vétsinu matematického vykladu v téchto svazcich stac¢i zdkladni znalosti
diferencialniho a integralniho poctu, protoze vétsina ostatnich potiebnych teorii
teorie funkci komplexni proménné, teorie pravdépodobnosti, teorie ¢isel a dalsi;
v takovém pripadé odkazuji ¢tenare na prislusnou ucebnici.

Nejtézsi rozhodnuti, jaké jsem musel pii pfipravé téchto svazktu ucinit, se
tykalo zptisobu vykladu rtiznych postupd. Vyhody vyvojovych diagramt a ne-
formélniho popisu algoritmu krok za krokem jsou dostateéné zndmé; podrobné&jsi
rozbor je uveden napfiklad v ¢lanku “Computer-Drawn Flowcharts” z ¢asopisu
ACM Communications, rocnik 6 (zaf{ 1963), stranky 555-563. P¥i popisu jaké-
hokoli pocitacového algoritmu je nicméné potieba také formalni, pfesny jazyk,
a proto jsem se musel rozhodnout, jestli pro tyto tcely pouzit vyssi, algebraicky
jazyk jako ALGOL nebo FORTRAN, nebo strojové orientovany jazyk. Mnozi
z dnesnich pocitacovych expertti nebudou zfejmé s timto nazorem souhlasit, ale
z nasledujicich divodd jsem nakonec dospél k definitivnimu presvédceni, ze je
toto rozhodnuti spravné:

a) Kazdy programator je silné ovlivnén jazykem, ve kterém piSe programy; lidé
maji obrovskou tendenci preferovat takové konstrukce, které jsou v daném
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jazyce nejjednodussi, nikoli ty, které jsou nejlepsi pro dany pocitaé. Po-
rozumi-li programator strojové orientovanému jazyku, bude pouzivat mno-
hem efektivnéj$i metody a vyrazné se priblizi realité.

b) VSechny programy, které spolecné napiSeme, jsou az na nékolik malo vyjimek
kratké, takze by je mél byt schopen zpracovat prakticky jakykoli vhodny
pocitac.

¢) Jazyky vys§i urovné jsou nevhodné pro diskusi riiznych dilezitych otdzek
nizké trovné, jako je linkovani koprogramt, generovani ndhodnych ¢isel, arit-
metika s vicendsobnou presnosti a fada problému souvisejicich s efektivnim
vyuzivanim paméti.

d) Clovék s vaznéj$im zdjmem o pocitace by mél mit dobré znalosti strojového

vvvvvv

e) Vystupem mnoha softwarovych programi, popsanych v fadé ptikladi, bude
tak jako tak néjaky kdd ve strojovém jazyce.

f) Zhruba kazdych pét roki pfichézeji a vychézeji z médy néjaké nové alge-
braické jazyky, zatimco ja zde hovoiim o zékladnich, nadcasovych princi-
pech.

Na druhé strané pfiznavam, ze v programovacich jazycich vyssi trovné se pro-
gramy pisi o néco snaze a ze se také vyrazné snaze ladi. Zhruba od roku 1970
pisSu své vlastni programy ve strojovych jazycich nizké trovné jen vyjimecné,
protoze dnesni pocitace jsou dostatecné velké a rychlé. My se ale v této knizZce
zamérujeme na celou fadu problémt, u kterych mé vyznam programovani jako
umeéni. Nékteré kombinatorické vypocty se napriklad musi opakovat bilionkrat
a kazda mikrosekunda, o kterou zkratime vnitfni smycku cyklu, znamena tsporu
zhruba 11,6 dne vypocetniho ¢asu. Podobné mé smysl vénovat vétsi usili i pii
psani jakéhokoli softwaru, ktery se bude pouzivat mnohokrat denné v instalacich
na mnoha pocitacéich, protoze napsat jej musime vzdy pouze jednou.

Mame-li tedy za sebou rozhodnuti pro strojové orientovany jazyk, ktery
z jazykd to ma byt? Mohl jsme zvolit jazyk néjakého konkrétniho pocitace X,
ale potom by si lidé, kteri k pocitaci X nemaji pfistup, mohli myslet, ze je tato
kniha jen pro majitele systému X. Navic pocita¢ X bude mit nejspiSe spoustu
ruznych zvlastnosti, které jsou vzhledem k latce uvadéné v této knize naprosto
irelevantni a které bychom si takto navic museli vysvétlit; a nakonec vyrobce
pocitace X pfijde za dva roky s pocitacem X + 1 nebo dokonce 10X a pocitac
X jiz nebude nikoho zajimat.

Tomuto dilematu jsem se vyhnul tim, Ze jsem se pokusil vytvorit ,idedlni®
pocitaé, ktery pracuje podle velmi jednoduchych pravidel (ta se miizete naudit
dejme tomu za pouhou hodinu), ale ktery zdroven velice pfipomind skuteéné
pocitace. Neni diivod, pro¢ by se studenti méli bat ucit se vlastnosti vice nez
jednoho pocitace; jakmile zvladnou jeden strojovy jazyk, prizptisobi se ostatnim
jiz snadno. Také profesiondlni programéator se ve své kariére setkdva s fadou
ruznych strojovych jazykt. Jedinou zbyvajici nevyhodou tohoto ,mytického*
pocitace tedy je, Ze programy pro néj napsané si jen velmi tézko vyzkousime.
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Nastésti to ale velky problém neni, protoze fada dobrovolnikti napsala simulé-
tory tohoto hypotetického pocitace. Takovéto simulatory jsou idealni pro vyuku,
protozZe se s nimi pracuje jesté snaze nez se skuteénymi pocitadi.

Ke kazdému tématu jsem se pokusil citovat ty nejlepsi prvni dokumenty
a vybiral jsem také nékteré novéjsi prace. V odkazech na literaturu pouzivam
standardni zkratky nazvia periodik; vyjimkou jsou nejcastéji citované casopisy,
které zkracuji nasledujicim zptsobem:

CACM = Communications of the Association for Computing Machinery

JACM = Journal of the Association for Computing Machinery

Comp. J. = The Computer Journal (British Computer Society)

Math. Comp. = Mathematics of Computation

AMM = American Mathematical Monthly

SICOMP = SIAM Journal on Computing

FOCS = IEEE Symposium on Foundations of Computer Science

SODA = ACM-STAM Symposium on Discrete Algorithms

STOC = ACM Symposium on Theory of Computing

Crelle = Journal fiir die reine und angewandte Mathematik

Citaci uvedenou o dvé stranky zpét zkratim tak naptiklad na zépis “CACM 6
(1963), 555-563”. Vyrazem “CMath” oznacuji dale knihu Concrete Mathematics,
kterou cituji v avodu do ¢asti 1.2.

Velké ¢ast odborného obsahu téchto knih je soustiedéna do cvic¢eni. Pokud
jsou za néjakym netrividlnim cvicenim skryté cizi myslenky, snazim se uvést jejich
autora. Prislusné odkazy na literaturu jsou obvykle uvedeny v doprovodném
textu dané ¢asti knihy nebo v odpovédi na cviceni, ale v fadé pfipadu jsou cviceni
zaloZena na rtizném nepublikovaném materidlu, ke kterému ani nelze uvést dalsi
odkazy.

Pfi pfipravé téchto knih mi samoziejmé po celou tu dobu poméhala spousta
jinych lidi, kterym jsem nesmirné zavazan. Dékuji pfedevsim své zené Jill za
jeji nekonec¢nou trpélivost, za pripravu nékolika ilustraci a za nevyslovnou dalsi
pomoc. Dékuji také Robertu W. Floydovi, ktery v Sedesatych letech vyrazné
pomohl zlepsit tento materidl. Svoji pomoci ptispély i tisice jinych — sepsat jen
jejich jména by zabralo celou dal$i knizku! Mnozi z nich laskavé svolili k vyuziti
jejich dosud nepublikované prace. Moje vyzkumné prace na Caltech a Stanfordu
podporovala po dlouha 1éta nadace National Science Foundation a Office of
Naval Research. Vynikajici pomoc a spolupraci mi poskytuje také vydavatelstvi
Addison-Wesley, a to hned od zahdjeni projektu v roce 1962. Nejlépe ale vSem
podékuji, kdyz jim dnes mohu ukézat, Ze jsem s jejich podklady mohl napsat
pravé takovou knihu, jakou ode mne ocekavali.

Predmluva ke tretimu vydani

Po deseti rocich vyvoje systémt pocitacové sazby TEX a METAFONT si dnes
mohu splnit sen, se kterym jsem tyto prace zac¢inal: mohu tyto systémy aplikovat



PREDMLUVA xi

na celé dilo Umeéni programovani. Pfinejmensim cely text této knihy se nachéazi
uvnitf mého osobniho pocitace v takové elektronické podobé, kterou bude mozné
snadno prizpusobit i budoucim zménam v technologiich zobrazovani a tisku. Diky
novému uspoiradéani jsem do textu mohl zaclenit doslova tisice zlepSeni, na ktera
jsem uz dlouho cekal.

V tomto novém vydani jsem znovu prosel cely text slovo za slovem, pokusil
jsem se zachovat mladickou nevazanost ptvodnich vét a zaroven do nich vnést
kousek tsudku zralého muze. Pfidal jsem desitky novych cviceni a k desitkdm
jinych jsem doplnil nové a rozsirené odpovédi.

=\ Kniha Uméni programovani je vsak stale ve vyvoji. U nékterych ¢asti uvidite
I proto symbol ,ve vystavbé“, kterym se omlouvam, ze dany material neni
zcela aktualni. Supliky mam plné dilezitého materidlu, ktery chci zaclenit do
posledniho, nejslavnéjsiho, ¢tvrtého vydani Svazku 1, ale nejprve musim dokonéit
svazky 4 a 5 a jejich vydani nechci odkladat vice, nez kolik je absolutné nezbytné.

Vétsinu naroc¢nych praci na pripravé nového vydani zajistili Phyllis Winkler
a Silvio Levy, ktefi zodpovédné piepsali a upravili text druhého vydani, a dale
Jeffrey Oldham, jenz prevedl témér vSechny puvodni ilustrace do formatu METRA-
POST. Opravil jsem veskeré chyby, na které mne ¢tenafi druhého vydani upo-
zornili (a také nékolik chyb, kterych si nikdo nevsiml), a pokousel jsem se
nezanést nové chyby s novym materidlem. Pfesto vim, Ze v knize néjaké za-
vady byt mohou, a kazdou z nich chci opravit co nejdfive. Za kazdou od-
bornou, typografickou nebo historickou chybu proto s radosti vyplatim 2,56
dolaru tomu, kdo ji nalezne jako prvni. Internetova stranka http://www-cs-
faculty.stanford.edu/ knuth/taocp.html obsahuje informace o této knize
(véetné aktualniho seznamu vSech dosud ozndmenych chyb) a o souvisejici lite-
ratute.

Stanford, California D. E. K.
duben 1997

Za posledni dvé desetileti se véci zménily.
— BILL GATES (1995)
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Procedura pro cteni
této série knih

. Zacnéte Cist tuto proceduru, pokud jste ji jeSté nezacali ¢ist. Peclivé pokra-

Cugte podle ndsledugjicich krokd. (Obecny format procedury a doprovodného
vyvojového diagramu budeme pouzivat i na jingch mistech knizky.)

. Prectéte si Poznamky ke cvicenim na stranich xv—xvii.
. Pfifadte N rovno 1.
. Zacnéte cCist kapitolu N. Nectéte citaty uvedené na zacatku kapitoly.

. Je pro vas téma kapitoly zajimavé? Pokud ano, pfejdéte na krok 7, pokud

ne, prejdéte na krok 6.

. Je N < 27 Pokud ne, prejdéte na krok 16; pokud ano, projdéte pfesto text

kapitoly. (Kapitoly 1 a 2 obsahuji dulezity Gvodni material a také piehled
zékladnich technik programovani. Pfinejmensim prolétnéte c¢ast kapitoly
o pouzivanych notacich a o poéitaci MIX.)

. Zacénéte se Ctenim dalsi ¢asti kapitoly; pokud jste uz ale dosli na konec

kapitoly, pfejdéte na krok 16.

. Je cislo ¢asti kapitoly oznaceno znakem ,*“? Pokud ano, mtzete tuto ¢ast

pfi prvnim ¢éteni vynechat (vénuje se jistému specidlnimu tématu, které je
zajimavé, ale neni uplné podstatné); vratte se na krok 7.

. Jste matematicky zdatny? Pokud je pro vias matematika ,Spanélska vesnice®,

prejdéte na krok 11; jinak pokracujte krokem 10.

Zkontrolujte matematickd odvozeni v této ¢asti kapitoly (a pfipadné chyby
oznamte autorovi). Pfejdéte na krok 12.

Pokud je tato ¢ast kapitoly plnd matematickych vypocétd, radéji popsana
jsou obvykle uvedeny na zacatku, nebo Sikmym pismem naopak na konci
obtiznéjsi casti.

Vypracujte doporucena cviceni k této ¢asti kapitoly, a to v souladu s pokyny
uvedenymi v Poznamkach ke cvifeni (ty jste si pfecetli v kroku 2).

Jakmile vypracujete cvideni ke své spokojenosti, porovnejte svou odpovéd
s odpovédi uvedenou v pfislusném oddile zadni ¢asti knihy (je-li k danému
problému néjakd odpovéd popséana). Piectéte si také odpovédi ke cvicenim,
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14.
15.
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18.

PROCEDURA PRO CTENI TETO SERIE KNIH

na jejichz vypracovani jste neméli cas. Pozndmka: Ve vétsiné piipadu je
nejrozumnéjsi si nejprve precist odpovéd ke cvideni n a teprve poté zadit
pracovat na cviceni n + 1, takze kroky 12-13 se obvykle provadéji soubézné.
Jste unaveni? Pokud ne, vrafte se na krok 7.

Jdéte spat. Poté vstaiite a vratte se na krok 7.

Zvyste ¢islo N o jednicku. Pokud je N = 3, 5,7, 9, 11 nebo 12, za¢néte cist
dalsi svazek z celé série.

Pokud je N mensi nebo rovno 12, vratte se na krok 4.
Blahoptejeme. Nyni se pokuste presvédcit také své pratele, aby si koupili
Svazek 1 a zacali jej ¢ist. Déle se vrafte na krok 3.

Béda tomu, ktery Cte jen jednu knihu.
— GEORGE HERBERT, Jacula Prudentum, 1144 (1640)

Le défaut unique de tous les ouvrages

c’est d’'étre trop longs.

(Spole¢nym nedostatkem vsech dél

je jejich prilisna délka.)

— VAUVENARGUES, Réflexions, 628 (1746)

Knihy jsou malicherné. Jen Zivot je nadherny.
— THOMAS CARLYLE, Journal (1839)



POZNAMKY KE CVICENIM

CVICENT v této sérii knih jsou vhodné jak k samostatnému studiu, tak i pro
vyuku. Naucit se néjaké téma jen s tim, Ze si néco precteme, ale nepokusime
se uplatnit poznatky na konkrétni problémy, je velmi obtizné, ne-li nemozné,
protoze teprve pii cviceni plné pochopime, co vSechno jsme se naucili. Navic
nejlépe se naucime to, na co prijdeme sami. Proto tvofi cviceni velkou cCast
tohoto dila; pokousel jsem se v nich ale zachovat co nejvice informativni hodnoty
a soucasné volit takové problémy, které jsou zajimavé a poucné.

V mnoha knihéach jsou lehka cviceni nahodile zamichana mezi ta nejobtiz-
ngjsi. To byva nékdy nestastné, protoze ¢tenéafi radi dopifedu védi, kolik ¢asu jim
feSeni problému asi zabere — jinak mohou vSechny problémy nakonec vynechat.
Klasickym prikladem této situace je kniha Dynamic Programming, kterou napsal
Richard Bellman; je to dulezité, prukopnické dilo, v némz jsou ovSem problémy
na konci nékterych kapitol sepsany pod jednotny nadpis “Exercises and Research
Problems”, tedy ,,Cviceni a vyzkumné problémy*; zde jsou az krajné trivialni
otazky zafazeny pifimo doprostied slozitych a dosud nevyfesenych problémii.
Rik4 se, Ze se pry jednou nékdo Dr. Bellmana zeptal, jak pozna bézné cviceni
od vyzkumného problému; on tehdy odpovédél: ,Pokud dokazete otazku vyftesit,
znamena to, ze je to cviceni; jinak je to vyzkumny problém.“

Déavat do knihy podobného druhu jak vyzkumné problémy, tak i velmi
snadna cviceni, je ovSem z fady divodid rozumné; abych ¢tenafi usetiil nepti-
jemné dilema, které otazky jsou které, oznacil jsem je ¢iselngm hodnocenim, jez
definuje tiroveni obtiznosti. Ciselné stupné maji nasledujici obecny vyznam:

Hodnoceni  Viyznam

00 Velice snadné cviceni, na které mize ¢tenaf, jenz dobfe porozumél pro-
birané latce, odpovédét okamzité; takovéto cviceni staci prakticky
vzdy udélat jen ,z hlavy“.

10 Jednoduchy problém, u néhoz se musite zamyslet nad pfectenou latkou,
ale ktery jesté zdaleka neni obtizny. Takovéto otazky byste méli
zvlddnout zhruba do jedné minuty a pii feSeni vAm miize pomoci
tuzka a papir.

20 Prtmérné slozity problém, na kterém si vyzkousite zakladni porozuméni
probirané latce; k iplné odpovédi muiizete ale potfebovat patnact az
dvacet minut.

30 Stfedné obtizny a/nebo slozity problém; k plné uspokojivé odpovédi se
dopracujete i vice nez po dvou hodinach, ptfipadné po delsi dobé,
pokud u toho mate zapnutou televizi.
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40 Dosti obtizny nebo rozsdhly problém, ktery miize byt ve vyuce vhod-
nym namétem pro semestralni projekt. Student by mél byt schopen
problém vyresit v rozumném case, ale feSeni neni trivialni.

50 Vyzkumny problém, ktery dosud nebyl uspokojivé vyfesen (pokud bylo
autorovi zndmo v dobé vzniku textu), i kdyZ se o jeho feSeni mnozi
pokouseli. Pokud se vdm poda¥i najit odpovéd k takovémuto typu
problému, rozhodné ji publikujte; také autora téchto stranek velice
potési, jestlize mu o feSeni date co nejdiive védét (za podminky, ze
je TeSeni spravné).

Interpolaci této ,logaritmické“ stupnice muzeme snadno vysveétlit i jiné ¢i-
selné hodnoceni. Vyraz 17 bude napiiklad oznacovat cviceni, které je o néco
vice nez prumeérné jednoduché. Problémy s hodnocenim 50, které pozdéji néjaky
¢tendr vytesi, mohou byt v dalsich vydanich knihy i v erratech na Internetu (viz
strana iv) oznaceny Gislem /5.

Zbytek po déleni ¢iselného hodnoceni péti vyjadiuje objem potiebné rutinni
prace. Vyfesit cviceni oznacené Cislem 24 muze tedy trvat déle nez cviceni
s hodnocenim 25, ale ke cviceni s ¢islem 25 je potieba vice tvofivosti.

Autor se pokusil pfifadit ¢iselné hodnoceni jednotlivych cvifeni co nej-
presnéji, ale pro ¢lovéka, ktery néjaky problém vymysli, je samoziejmé obtizné
odhadnout, jak tézké bude hledat feSeni pro né€koho jiného; kazdy ma navic
prirozené vlohy pro urcité typy problému a uz ne pro jiné. Doufam, ze je toto
hodnoceni dobrym odhadem obtiznosti; ¢isla berte ale jen jako ramcové voditko,
nikoli jako néjaky absolutni indikator.

Knihu jsem psal pro ¢tenafe s rtiznym stupném matematického vzdélani
a nadani; nékterd ze cviceni jsou proto urcena jen pro matematicky zdatné
studenty. Cviceni, k jehoZ feSeni je potieba vice matematického mysleni ¢i mo-
tivace, nez kolik je bézné u lidi, ktefi se zajimaji jen o programovani samotnych
algoritmi, ma k hodnoceni pfipojeno pismeno M. Pokud jsou ke cvic¢eni nezbytné
znalosti diferenciadlniho poc¢tu nebo jiné vyssi matematiky, kterd neni v této
knize odvozena, je oznaceno pismeny , VM“. Samotné oznaceni ,, VM“ ovSem
neznamend, ze by cviceni nutné muselo byt obtizné.

Pred nékterymi cvicenimi je uvedena Sipka, ,»“; ta uvadi problémy, které
jsou obzvlasté nazorné a jejichz feseni je mozné ¢tenari doporucit. Neocekdvam
samoziejmeé, ze kazdy ¢tenar ¢i student vypracuje uplné vsechna cviceni, a proto
jsem takto oznadil ta nejcennéjsi. (Tim vas ale nechci odradit od téch ostatnich!)
Kazdy ¢tenar by se ovSsem mél piinejmensim pokusit o vyfeseni vSech problémt
s hodnocenim 710 a mensim; podle Sipek se mtize rozhodnout, kterym ze cviceni
o vyssim hodnoceni da prednost.

Reseni vétsiny cviceni je uvedeno v sekci odpovédi. Ty prosim pouzivejte s ro-
zumem a na odpovéd se nedivejte, pokud se nepokusite problém poctivé vyrfesit
sami nebo pokud na vyfeseni tohoto konkrétniho problému skute¢né nemate cas.
A7 poté, co prijdete na svoje vlastni FeSeni, nebo se o to alespoii pokusite, muze
pro vés byt vzorova odpovéd poudenim a ndvodem. ReSeni uvedend v knize jsou
Casto velmi strucné a detailni postupy jsou postaveny na predpokladu, ze jste
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se nejprve poctivé pokusili problém vyresit vlastnimi silami. Nékdy se z feseni
dozvite méné informaci, nez kolik bylo v otazce pozadovano, jindy naopak vice.
Je také docela mozné, Ze se vam podaii najit lepsi odpovéd, nez jaké je v knize
uvedena; v tomto pripadé bude autor potésen, pokud se s nim o feSeni podélite.
V dalsich vydéanich knihy se pak podle moznosti objevi zdokonalené feseni spolu
se jménem feSitele.

Pfi praci na cvicenich mutzete obvykle vyuzivat odpovédi na pfedchozi cvi-
¢eni, pokud to neni vyslovné zakazano. Také ¢iselnd hodnoceni jsou definovana
s ohledem na toto pravidlo; je proto mozné, Ze cviceni n 4+ 1 bude mit nizsi
hodnoceni nez cvi¢eni n, i kdyz ve svém specidlnim piipadé vyuziva vysledki
cviceni n.

Shrnuti kédu: 00 Okamzitd odpovéd
10 Jednoduché (do jedné minuty)
20 Pramérna (¢tvrt hodiny)

> Doporucené 80 Stredné obtizna

M Matematicky orientované 40  Semestralni projekt

VM Vyzaduje ,vyssi matematiku* 50 Vyzkumny problém

CVICENI
» 1. [00] Co znamena hodnoceni , M20“?
2. [10] Jakou hodnotu mohou mit cviéeni v ucebnici pro jejtho ¢tenare?
3. [14] Dokazte, ze 13* = 2197. Svoji odpovéd zobecnéte. [To je piiklad hrozivého
typu problémi, kterym se autor pokousi vyhybat.]
4. [VM45] Dokazte, Ze pro zadné celé &islo n, kde n > 2, nemd rovnice z" +y™ = 2"
zadné TeSeni v mnoziné kladnych celych cisel z, y, 2.

Miazeme nasemu problému cCelit.
Midzeme takovéto skutelCnosti zaridit
s nalezitym radem a postupem.

— HERCULE POIROT, v VraZda v Orient Expressu (1934)
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KAPITOLA PRVNI

ZAKLADNI PRINCIPY

Mnozi lidé, kteFi nejsou zbéhli v matematickych disciplinach,

se domnivaji, Ze pokud je jeho tkolem [Babbageova Analytického Pocitace]
davat vysledky v Ciselné notaci, musi mit i jeho procesy aritmetickou

a ¢iselnou povahu, nikoli algebraickou a analytickou. To je ovsem chyba.
Stroj dokaZe usporadat a zkombinovat svoje Ciselné veliciny

presné stejné, jako by to byla pismena nebo jiné obecné symboly;

a ve skutecnosti miZe po prijeti odpovidajicich opatfeni podavat vysledky

i v algebraické notaci.

— AUGUSTA ADA, hrabénka z Lovelace (1844)

Ziskej cvik, probih, v malych vécech; potom pokracuj v téch velkych.
— EPIKTETOS (Epiktétovy rozpravy IV.i)

1.1. ALGORITMY
SLOVO algoritmus je pfi programovani pocitacd natolik zakladnim pojmem, ze
musime zacit jeho peclivym rozborem.

Uz samotné slovo ,algoritmus® je docela zajimavé: na prvni pohled to vy-
pada, jako by nékdo chtél napsat ,logaritmus®, ale prvni ¢tyfi pismena trochu
zprehazel. V anglickém slovniku Webster’s New World Dictionary se toto slovo
objevilo az v roce 1957; do té doby jsme zde nalezli jen jeho starsi podobu
yalgorism“ s jesté starsim vyznamem, kterym bylo provadéni aritmetickych vy-
poctt s arabskymi cislicemi. Za stfedovéku totiz abakisté pocitali na abaku
a algoristé pomoci algorismt. V obdobi renesance byl ale ptivod tohoto slova ne-
jasny a prvni lingvisté se pokouseli vysvétlit je riznymi kombinacemi, napiiklad
algiros [bolestny|+arithmos [Gislo]; jini tvrdili, Ze slovo pochdzi od kastilského
krale Algora. Nakonec ale historikové matematiky nalezli skute¢ny ptvod slova
algorism: pochézi ze jména slavného perského matematika a autora ucebnic,
ktery se jmenoval Aba ‘Abd Allah Muhammad ibn Musa al-Chwarizmi (c. 825),
doslova ,,otec Abdulldha, Mohammeda, syn Mojzisiv, narozeny v Chorezmu“.
Aralskému mofi ve Stfedni Asii se totiz kdysi fikalo jezero Chorezm (Chvérizm,
v anglické transkripci Khwarizm) a oblast Chorezm se nachaz{ v povodi feky
Amu-Darji jizné od tohoto mote. Al-Chwarizmi napsal slavny arabsky text Kitab
al-jabr wa’l-mugqabala (,,Pravidla pro odvozovani a srovnavani“); ze samotného
nazvu knihy, kterd se systematicky vénovala feseni linearnich a kvadratickych
rovnic, pak pochézi dalsi dilezité slovo, ,algebra“. [Blizsi pojedndni o Zivoté
a dile al-Chwarizmiho najdete v ¢lanku H. Zemanek, Lecture Notes in Computer
Science 122 (1981), 1-81.]
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Tvar i vyznam pavodniho slova algorism se ale postupné posunul a — jak
vysvétluje slovnik Oxford English Dictionary — slovo ,,proslo mnozstvim pseudo-
etymologickych zkomoleni, mimo jiné nedavnym slovem algoritmus, které se
védecky zaménuje“ s feckym piivodem slova aritmetika. Jestlize si uvédomime,
ze lidé dédvno zapomnéli originalni ptivod slova, neni tézké tento posun od slova
yalgorism“ k ,algoritmus® pochopit. Jeden z prvnich némeckych matematickych
slovnikt, Vollstdndiges mathematisches Lexicon (Leipzig: 1747), definuje slovo
Algoritmus nasledovné: ,,Pod timto pojmem vyskytuji se vyznamy ¢tyf typu arit-
metickych vypoctl, jmenovité s¢itani, od¢itani, nadsobeni a déleni.“ Latinskym
vyrazem algorithmus infinitesimalis se v té dobé oznacovaly ,zpusoby vypocti
s nekonecné malymi veli¢inami, které vynalezl Leibniz“.

Do roku 1950 bylo slovo algoritmus spojovano nejéastéji s Euklidovym algo-
ritmem, ktery slouzi ke zjisténi nejvétsiho spoleéného délitele dvou cisel a ktery
je uveden v Euklidové dile Zaklady (Kniha 7, véta 1 a 2). Neni od véci si nyni
Euklidiv algoritmus uvést:

Algoritmus E (Euklidiv algoritmus). Jsou-li ddna dvé kladnd celd ¢isla m

a n, najdéte jejich nejvéetsiho spolecného délitele, tedy nejvétsi kladné celé cislo,

kterym jsou beze zbytku délitelna ¢isla m i n.

E1. [Nalezeni zbytku.] Vydélte m ¢éislem n a necht r je zbytek. (Znamena to, ze
0<r<n.)

E2. [Je zbytek roven nule?] Pokud r = 0, algoritmus konéi a n je odpovéd.

E3. [Redukce.] Prifadte m < n, n « r, a vratte se na krok E1. |

Euklides samoziejmé neuvadél sviij algoritmus v presné tomto znéni. Na
tomto zapise si pouze ilustrujeme, jakym zpiisobem budeme uvadét i ostatni
algoritmy v této knize.

Kazdy rozebirany algoritmus zde dostane pismenné oznaceni (v pfedchazeji-
cim piikladu to bylo E) a jednotlivé kroky maji oznaceni stejného pismene nésle-
dovaného ¢islici (E1, E2, E3). Kapitoly knihy jsou rozdéleny do ¢asti a v kazdé
Casti staci k identifikaci algoritmu jen jeho pismeno; pokud se ale odvolavame na
algoritmus z jiné ¢asti knihy, doplnime i ¢islo ¢asti. Nyni se napriklad nachazime
v Casti 1.1, a proto ve stejné ¢asti knihy budeme Euklidiv algoritmus nazyvat
jen jako Algoritmus E, zatimco v dalsich ¢astech to bude Algoritmus 1.1E.

Kazdy krok algoritmu, jako naptiklad krok E1, zac¢ina kratkou frazi v hrana-
tych zavorkach, ktera co nejstrucnéji vystihuje podstatny vyznam kroku. Stejnou
frazi najdeme obvykle také v doprovodném wvgvojovém diagramu, jehoz priklad
je na obrazku 1, takze ¢tenar si ¢innost algoritmu mtze 1épe predstavit.

|

E1. Nalezeni zbytku H@Z Je zbytek roven nuleDNeH E3. Redukee
iAno

Obr. 1. Vyvojovy diagram Algoritmu E
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Za timto struénym shrnutim nasleduje popis, ktery pomoci slov a symbola
vyjadiuje provadénou akci ¢i operaci nebo néjaké rozhodovani. Mohou zde byt
uvedeny také komentdre v zavorkach, jako je v kroku E1 druhé véta. Ty obsahuji
rizné vysvétlujici informace a c¢asto popisuji jisté invarianty neboli neménné
vlastnosti proménnych, prfipadné cile, které je tfeba v tomto kroku splnit. Ne-
popisuji tak akce vlastniho algoritmu, ale co nejvice pomahaji ¢tenafi pfi jeho
pochopeni.
nékdy nazyvana také prirazeni nebo substituce: ,m <« n“ znamena, ze hodnotu
proménné m nahradime aktualni hodnotou proménné n. Pfi zahajeni algoritmu E
obsahuji hodnoty proménnych m a n pivodné zadana ¢isla, ale pii jeho skonceni
jiz v nich budou obvykle jiné hodnoty. Sipka tak odlisuje operaci nahrazeni od
relace rovnosti: nefikdme ,,Necht m = n*, ale mohli bychom se zeptat, ,,Je m =
= n?“ Znaménko ,=¢ oznaCuje tedy podminku, na kterou se mizeme ptat
(testovat), zatimco , <« “ vyjadiuje akci (operaci), kterou je mozné provést.
Operaci zvgSeni n o jednicku zapiSeme tudiz vyrazem ,n — n + 1¢ (Gtete ,n
bude nahrazeno za n + 1¢ nebo ,do n zapiSeme n + 1¢). Vyraz ,proménna «—
«— vzorec* pak obvykle znamend, ze vypoc¢teme vzorec na zakladé soucasnych
hodnot zapsanych v proménnych a poté vysledkem nahradime dosavadni hod-
notu proménné uvedené vlevo od Sipky. Lidé bez znalosti prace s pocitacem
mivaji sklony vyjadfovat operaci zvyseni n o jednicku vétou ,,n bude rovno n +
+ 1“ a zapisovat ji jako ,n — n+ 1“; tato symbolika vede ovSem jen ke zmateni,
protoze je v rozporu se standardnimi zvyklostmi, a proto ji nepouzivejte.

Vsimnéte si, ze v kroku E3 je vyznamné i poradi jednotlivych akci: ,necht
m < n, n < r* ma naprosto jiny vyznam nez ,necht n < r, m < n“, protoze
u druhého uvedeného zapisu se predchozi hodnota n ztrati, a nemizeme ji tedy
zapsat do m. Druhé sekvence operaci je tedy ekvivalentni zapisu ,necht n « r,
m « r“. Pfifazeni stejné veli¢iny do nékolika proménnych mizeme vyjadrit
nékolika Sipkami po sobé a napriklad misto ,n «— r, m <« r* zapsat ,,n «— m «—
«— 7. Vyménu hodnot dvou proménnych mizeme stru¢né zapsat ,Vymeénit m <
— n%; stejou operaci muzeme definovat také pomoci nové proménné ¢, se kterou
napiSeme: ,Nechf t < m, m <« n, n « t.“

Kazdy algoritmus zacinéd krokem o nejnizsim c¢isle, obvykle krokem 1, a dalsi
kroky provadi v bézném sekvencénim poradi, neni-li feceno jinak. V kroku E3
je napiiklad uveden piikaz ,vratte se na krok E1“, ktery zfejmym zptisobem
definuje potradi kroki ve vypoctu. V kroku E2 je pfed operaci uvedena podminka
,Pokud r = 0%; je-li tedy r # 0, zbytek piikazu jiz neplati a zddna operace se
neprovadi. Mohli bychom doplnit dalsi vétu, ktera je jiz ale redundantni: ,,Pokud
r # 0, prejdéte na krok E3.“

Silna vertikalni ¢ara ,, I “ na konci kroku E3 oznacuje konec algoritmu, za
kterym opét pokracuje bézny text.

Nyni jsme tedy rozebrali prakticky vSechny konvence pouzivané v této knize
pro zapis algoritmi, jen s vyjimkou notace indexovanych polozek, které definuji
prvky uspotradaného pole. Dejme tomu, ze mame n veli¢in, vy, va, . .., v,; namisto
zépisu v; budeme Casto j-ty element oznaCovat pomoci notace v[j]. Podobné
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zapis a[i, j] nahrazuje nékdy notaci s dvojitym indexem, a;;. Proménné byvaji
také oznacovany identifikdtorem z nékolika pismen, napiiklad TEMP muze byt
nazev proménné pro docasné ulozeni vypoctené hodnoty, PRIME [K] mtze byt
K-té prvocislo apod.

Tolik tedy k formeé algoritmti a nyni zkusime jeden provést. Na tomto
misté je ale tfeba ¢tendre upozornit, ze se algoritmy nedaji Cist jako texty
v krasné literatufe; pti takovéto lehké cetbé bychom tézko pochopili, o co v ném
jde. Algoritmu musime véfit a nejlépe jeho vyznam pochopime tak, Ze si jej
vyzkousime. Ctenéi by si mél ke kazdému algoritmu vzit tuzku a papir a zkusit
si jej ihned projit. Obvykle bude nacrtnut hotovy funkéni piiklad, jindy si jej
Ctenadf snadno sestavi sdm. Je to jednoduchy a bezbolestny zptisob, jak dany
algoritmus pochopit; jakykoli jiny postup byva obvykle netspésny.

Projdéme si tedy nyni pfiklad Algoritmu E. Nechf je ddno m = 119 a n =
= 544; mtzeme tedy zac¢it krokem 1. (Ctenai miize laskavé sledovat ¢innost
algoritmu, podle zndmého ,Skola hrou“.) Déleni m ¢islem n je v tomto pii-
padeé jednoduché, snad az prili§ jednoduché, protoze netplny podil je roven nule
a zbytek je 119. Mame tedy r < 119. Pokrac¢ujeme krokem E2, a protoze r #
# 0, neprovadime zadnou operaci. V kroku E3 pfifadime m « 544, n «— 119.
Je ztejmé, ze pokud bylo ptivodné m < n, bude prvni podil v kroku E1 vzdy
nula, a algoritmus tak v dalsim kroku fakticky vyméni proménné m a n, i kdyz
ponékud tézkopadnym zptisobem. Mohli bychom doplnit novy krok:

EO. [Zajistit m > n.] Pokud je m < n, vyméiite m < n.

Pro samotny algoritmus by to neznamenalo Zzadnou podstatnou zménu, jen
bychom ho tim mirné prodlouzili a zhruba v poloviné pfipadd bychom zaroven
zkratili dobu jeho provadéni.

Vratime-li se zpét do kroku E1, zjistime, Zze 544/119 = 4 + 68/119, takze
r « 68. Podminka v E2 tak opét neplati a v kroku E3 pfitfadime m « 119,
n <« 68. Pfi dalsim prichodu dostdvime r <« 51 a nasledné m «— 68, n «— 51.
Jesté jeden prichod da vysledek r < 17 a m <« 51, n < 17. Nakonec dé€lime 51
Cislem 17 a konecné€ mame r «— 0, takze algoritmus v kroku E2 skon¢i. Nejvetsi
spolecny délitel c¢isel 119 a 544 je 17.

To je tedy algoritmus. Moderni vyznam slova algoritmus je hodné podobny
vyrazim jako recept, proces, metoda, technika, procedura, postup, bldboly, jen
slovo ,algoritmus“ znamend prece jen trosku néco jiného. Algoritmus je nejen
kone¢nou mnozinou pravidel, kterd popisuji posloupnost operaci pro feseni jis-
tého typu problémi, ale zaroven musi spliiovat pét dilezitych vlastnosti:

1) Konecnost. Algoritmus musi vzdy po koneéném poétu kroka skonéit. Po-
psany algoritmus E tuto podminku spliiuje, protoze po provedeni kroku E1 je
hodnota proménné r mensi nez n; pokud tedy r # 0, hodnota proménné n
se v pristim prichodu krokem E1 sniZi. Kazda klesajici posloupnost kladnjch
celych ¢isel musi jednou skoncit, a proto se i krok E1 pri kazdé dané hodnoté
n provadi jen po kone¢ny pocet opakovani. Poznamenejme ale, Ze pocet krokt
(prichodt) mtize byt libovolné velky; pti vhodné zvolenych velkych hodnotach
m a n se krok E1 mize provést tieba vice neZz milionkrat.
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(Proceduru, kterd vykazuje vSechny charakteristické vlastnosti algoritmu,
ale ktera nemusi spliiovat podminku konecnosti, mizeme nazyvat vgpocetni me-
toda.Euklides ptivodné vytvoril nejen algoritmus vypoctu nejvétsiho spoleéného
délitele dvou ¢isel, ale také velmi podobny geometricky postup pro konstrukeci
»hejvetsi spolecné miry“ délek dvou tusecek; pokud jsou ale délky obou zada-
nych useCek nesouméritelné, tato vypocetni metoda neskonéi. Jinym prikladem
neukoncené vypocetni metody je reaktivni proces, ktery nepretrzité reaguje na
podnéty ze svého prostiedi.)

2) Urcitost. Kazdy krok algoritmu musi byt pfesné definovin a pro kazdy
pfipad v ném musi byt s urcitosti a jednoznac¢nosti popsany provadéné operace.
Algoritmy v této knizce budou (doufejme) tuto podminku spliiovat, jsou ale
napsany v prirozeném jazyce, takze se muze stat, ze Ctenar neporozumi presné
zamérum autora. Pro pfekonani téchto obtizi s jednoznacnou interpretaci se algo-
ritmy zapisuji ve formalné definovanych programovacich jazycich neboli pocita-
covych jazycich, kde ma kazdy ptikaz presné urceny vyznam. Celé fada algoritmi
bude v této knize popsana jak v bézném, tak i v pocitacovém jazyce. Vyjadieni
jisté vypocetni metody v pocitacovém jazyce je oznaCovano jako program.

Kritérium urcitosti u kroku E1 v algoritmu E vyjadiuje, Ze ¢tenai presné
rozumi, co znamena vydélit ¢islo m ¢islem n a stanovit zbytek. Pokud ale m a n
nejsou kladna celé ¢isla, neni presny vyklad této operace jednotny: jaky je zbytek
po déleni —8 déleno —n? A jaky je zbytek 59/13 déleno nulou? Kritérium urcitosti
zde tedy mimo jiné znamena, ze musime pied provedenim kroku E1 zkontrolovat,
zda jsou hodnoty m a n vidy kladné celé cisla. Na zacatku je tato podminka
splnéna diky predpokladu; po provedeni kroku El1 je jiz r urcité nezdporné celé
¢islo, a pokud se dostaneme na krok E3, musi byt zaroven nenulové. Takze cisla
m a n jsou skuteéné pri déleni vzdy kladna a celd, jak potfebujeme.

3) Vstup. Kazdy algoritmus mé nula nebo vice vstupi: to jsou velifiny, které
do algoritmu zaddme pfed jeho zahajenim nebo které nacteme dynamicky za
béhu. Tyto vstupy se pfebiraji z uréené mnoziny objektt. V algoritmu E méame
napiiklad dva vstupy, jmenovité m a n, a volime je z mnoziny kladnych celych
cisel.

4) Vystup. Algoritmus mé také jeden nebo vice vgstupi: to jsou velifiny, které
maji zadany vztah ke vstuptim. Algoritmus E ma jeden vystup, a to proménnou
n definovanou v kroku E2, ktera nabude hodnoty nejvétsiho spolecného délitele
obou vstupnich velicin.

(Ze je toto ¢islo skuteéné nejvétsim spoleénym délitelem, to miizeme snadno
dokdzat; podivejme se na dikaz. Po provedeni kroku E1 dostavame

m=qn-—+r,

pro néjaké celé ¢islo g. Pokud r = 0, je m nasobkem ¢isla n a v takovém pfipadé
je samoziejmé zaroven nejvétsim spoleénym délitelem ¢isel m a n. Jestlize r # 0,
pak jakékoli Cislo, které je délitelem m a n, musi beze zbytku délit také m —qgn =
= r a jakékoli ¢islo, které je délitelem n a r, musi beze zbytku délit gn 4+ r = m;

o v/

mnozina spoleénych délitelt ¢isel {m,n} je tudiz stejnd jako mnozina spoleénych
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deélitelu ¢isel {n,r}. Zejména pak nejuétsi spoleény délitel ¢isel {m,n} je stejny
jako nejvétsi spolecny délitel ¢isel {n, r}. Krok E3 proto nezméni odpovéd na nas
pivodni problém.)

5) Efektivita. Algoritmus by mél byt zaroven efektivnim, coZ znamend, ze vSech-
ny jeho operace musi byt v rozumné mire jednoduché, takze by je v principu mél
byt schopen presné a za konecnou dobu provést kdokoli s tuzkou a papirem.
Algoritmus E pouziva jen operace déleni jednoho kladného celého ¢isla druhym,
testovani rovnosti celého ¢isla s nulou a pfifazeni hodnoty jedné proménné do
druhé proménné. Tyto operace jsou efektivni, protoze celd ¢isla se daji na papife
vyjadiit koneénym zpusobem a protoZe existuje nejméné jedna metoda (,algo-
ritmus déleni“) pro déleni jednoho éisla druhym. Stejné operace ale nebudou
efektivni, pokud za obé hodnoty zvolime libovolné redlna ¢isla s nekoneénym
desetinnym rozvojem nebo pokud misto nich zaddme délku tsecky (kterou také
nelze pfesné stanovit). Jingm piikladem neefektivniho kroku mtize byt: ,,Pokud
je 4 nejvetsi celé Cislo n, pro které existuje feseni rovnice w™ + z" + y" =
= 2" v kladnych celych ¢islech w, x, y a z, prejdéte na krok E4.“ Takovato
véta nemuze byt efektivni operaci, dokud nékdo Gspésné nevytvori algoritmus,
kterym by zjistil, jestli 4 je, nebo neni nejvétsim ¢islem s uvedenou vlastnosti.

Porovnejme nyni pojem algoritmu s receptem z kuchaiské knihy. Kazdy
recept je s nejvyssi pravdépodobnosti koneény (i kdyz se ik, Ze hrnec, na ktery
se jen divdme, nezafne vafit), ma né&jaké vstupy (vejce, mouku atd.) a také
vystupy (vecefe podle televize apod.), zaroveni mu ale zoufale chybi uréitost.
V kuchaiskych knihach najdeme az prilis Casto rtizné neurcité instrukce: , Pri-
dejte Spetku soli.“ Takova ,Spetka“ je definovdna jako ,méné nez 1/z kdvové
1zicky“ a definice soli by méla byt jasna kazdému; ale kam méame stl pridat—
nahoru? nebo na stranu? Podobné instrukce jako ,zlehka promichavejte, dokud
neni smés hladka“, nebo ,,ohfejte konak v malé panvi“ jsou dostatecnym vysvét-
lenim snad jen pro zkuseného $éfkuchare; algoritmus musi byt ale specifikovan
do takového stupné presnosti, ze podle néj mize pracovat i pocitac. I pocitacovy
programétor se nicméné muze studiem kuchatky hodné naucit. (Autor jen tézko
odoléval pokuseni nazvat tento svazek ,Kuchafkou programéatora®; mozna se
jednoho dne pokusi napsat knihu s nédzvem ,, Algoritmy do kuchyné“.)

Nutno poznamenat, Ze samotna podminka kone¢nosti neni pro praktické
pouziti dostateéné silnd. Aby byl algoritmus uZite¢ny, musi skonéit nejen po
konecném, ale po wvelmi koneéném, tedy rozumném poctu krokt. Existuje na-
priklad algoritmus, ktery zjisti, jestli bily mize Sachovou partii vzdy vyhrat,
pokud neudélé chybu (viz cviéeni 2.2.3-28). Tento algoritmus dokéaze tedy vytesit
problém, o ktery se zivé zajimaji tisice lidi na celém svété, ale pfesto se mtizeme
v klidu vsadit, ze za svého Zivota odpovéd nepoznéme; provedeni algoritmu
totiz trva primo neskutecné mnozstvi casu, i kdyz je sdm konecny. Vyklad na
téma tak velkych ¢isel, kterd jsou jiz za hranicemi normélniho chapéani, najdete
v kapitole 8.

V praxi ovSem pozadujeme nejen néjaké algoritmy, ale takové algoritmy,
které jsou v jakémsi volné definovaném estetickém smyslu dobré. Jednim z kri-
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térii dobrého algoritmu je doba nezbytna k jeho provedeni; mtzeme ji vyjadrit
také poctem opakovani kazdého kroku. Dalsim kritériem mize byt adaptabilita
algoritmu pro rizné typy pocitaci, jeho jednoduchost a elegance atd.

Casto je fesenim jednoho stejného problému hned nékolik algoritmfi, z nichz
musime vybrat ten nejlepsi. Tim se dostavame k jedné velice zajimavé a soucasné
dilezité oblasti analyzy algoritmi: je-li dan néjaky algoritmus, stanovte jeho
vykonovou charakteristiku.

Uvazujme naptiklad znovu Euklidiv algoritmus a pfedpokladejme tuto otéz-
ku: ,,Pokud je hodnota ¢isla n pevné dana, ale m muze nabyvat libovolného klad-
ného celého ¢isla, jakym prameérnym poc¢tem opakovani T, projde v algoritmu E
krok E17“ Nejprve se musime piesvédcit, jestli mé tato otazka vibec smysluplnou
odpovéd, protoze se pokouSime stanovit primér z nekoneéné mnoha hodnot m.
Je ale zfejmé, Ze jiz po prvnim provedeni kroku E1 je podstatny pouze zbytek po
déleni m ¢islem n. Pro zjisténi ¢isla T,, nam tedy staci vyzkousSet algoritmus pro
m=1,m=2,..., m = n, spocCitat celkovy pocet provedeni kroku E1 a vysledek
podélit ¢islem n.

Nyni ptichazi dtlezité otazka stanoveni povahy ¢isla T, ; bude pfiblizné rovno
%n, nebo tieba /n? Stanovit odpovéd na takovouto otazku je neobycejné obtizny
a fascinujici matematicky problém, ktery dosud neni tplné vyresen; podrobnéji
se mu vénujeme v ¢asti 4.5.3. Pro velké hodnoty ¢isla n je mozné dokézat, ze
je T, priblizné rovno (12(1n 2)/7r2) Inn, tedy Ze je pfimo Gmérné prirozenému
logaritmu cisla n, pficemz nasobici konstantu by sotva kdo dokazal pfimo od-
hadnout! Podrobnéjsi informace k Euklidové algoritmu a k dalsim zpisobim
vypoctu nejvétsiho spoleéného délitele najdete v casti 4.5.2.

Vyrazem analyza algoritmi popisuje autor riizné Setfeni podobného charak-
teru. Zakladni myslenkou je vzit urcity algoritmus a stanovit jeho kvantitativni
chovani; prilezitostné také zkoumame, jestli dany algoritmus je nebo neni v jistém
slova smyslu optimalni. Teorie algoritmi je zcela jiné téma, které se zabyva
predevsim existenci nebo neexistenci efektivniho algoritmu pro vypocet uréitych
veli¢in.

Zatim byl nas vyklad algoritmt pomérné malo presny a matematicky orien-
tovany ctenal se muze po pravu domnivat, ze predchazejici text je jen velmi
chatrnym zakladem pro vystavbu jakékoli teorie algoritmt. Tuto cast textu
uzavieme proto struénym popisem jisté metody, pomoci niz mizeme pojem
algoritmu pevné zakotvit do sféry matematické teorie ¢isel. Definujeme proto
forméalné vypodetni metodu jako &tvefici (Q, 1,1, f), kde @ je mnozina obsahujici
podmnoziny z I a ), a f je zobrazeni z mnoziny ) do sebe sama. Navic f musi
byt na podmnoziné Q identické, tedy f(g) musi byt rovno ¢ pro vSechna g z Q.
Uvedené ¢tyfi veliciny @, I, Q, f po fadé reprezentuji stavy vypoctu, vstupy,
vystupy a vypocetni pravidla. Kazdy vstup x v mnoziné I definuje nasledujicim
zpusobem vypocetni posloupnost xg, x1,Ta,...:

To=2x a Zp+1 = f(xg) pro k>0. (1)

Rikédme, Ze vypocetni posloupnost konci v k krocich, pokud je k nejmensi celé
C¢islo, pro které xj nalezi do 2; zaroven fikame, Ze z x je odvozen vystup zy.
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(Poznamenejme, Ze pokud x nalez do €2, ndlezl sem i 1, protoZe v takovém
piipadé je xpy1 = wx.) Nékteré vypocetni posloupnost nemusi nikdy skoncit;
algoritmus je pak takova vypocetni posloupnost, kterd pro vsechna z z I skonci
v kone¢né mnoha krocich.

Algoritmus E miZeme napiiklad formalizovat nasledujicim zpisobem: necht
Q@ je mnozina vSech jednoprvkovych mnozin (n), vSech uspofddanych dvojic
(m,n) a vSech uspofddanych &tvetic (m,n,r, 1), (m,n,r,2) a (m,n,p,3), kde
m, n a p jsou kladn4 celd ¢isla a r je nezaporné celé éislo. Necht I je podmnozina
v8ech dvojic (m,n) a necht Q je podmnozina vSech jednoprvkovych mnozin (n).
Déle necht funkce f je definovédna nésledovné:

f((m,n)) = (m,n,0,1);  f((n)) = (n);
f((m,n,r,1)) = (m, n, zbytek z m déleno n, 2); (@)
f((m,n,r,2)) =
3)

f((m,n,p,3)) =

Vzajemna korespondence mezi touto notaci a algoritmem E je evidentni.

n) pokud r =0, (m,n,r,3) jinak;

o~ o~ o~ o~

n,p,p, 1).

Soucasti takto formulovaného algoritmu jesté ale neni vySe uvedend pod-
minka efektivity. Z mnoziny Q mohou napiiklad vyplyvat nekonecné posloup-
nosti, které se nedaji za pomoci tuzky a papiru spocitat, nebo soucasti funkce f
mohou byt operace, které normalni smrtelnik nezvladne. Pokud bychom chtéli
omezit pojem algoritmu jen na elementarni operace, mohli bychom pro Q, I,
Q a f vyslovit napfiklad nasledujici omezujici podminky: Necht A je konec¢nd
mnozina pismen a A* je mnozina vSech Fetézcu sloZenych z prvkd mnoziny A
(tedy mnozina vSech usporddanych posloupnosti ziz2...%,, kde n > 0 a z;
nalezi do A pro kazdé 1 < j < n). Myslenkou je zakédovat stavy vypoctu do
reprezentaci pomoci fetézci z A*. Nyni uvazujme, Ze N je nezdporné celé ¢islo
a ze () je mnozina vsech (o, j), kde o nalezi do A* a j je celé ¢islo, 0 < 7 < N;
necht I je podmnozina mnoziny @ pro j = 0 a § je jeji podmnozina pro j = N.
Pokud 6 a o jsou fetézce z A*, fikame, Ze se 6 vyskytuje v o, mé-li o formu abw
pro néjaké fetézce o a w. Pro dokonceni nasi definice potfebujeme jesté funkci f,
kterd bude nasledujiciho typu, pficemz ji budou definovat fetézce 0;, ¢; a cela
¢asla aj, b; pro jakékoli 0 < j < N:

f((a,j)) =(0,a;) pokud se 6; nevyskytuje v o;
f((0,5)) =(a¢;w,b;) pokud a je nejkratsi mozny retézec, pro ktery o =ab,w;

f((o,N)) = (0. N). (3)

Takovato vypocetni metoda je jiz zietelné efektivni a zkuSenosti ukazuji, ze
je také dostatecné silné a umi provést cokoli, co zvladneme rucné. Pojem efektivni
vypocetni metody je mozné formulovat mnoha v podstaté ekvivalentnimi zpu-
soby (naptiklad pomoci Turingova stroje). Vyse uvedend formulace je prakticky
shodnd s definici, kterou popsal A. A. Markov ve své knize Teorie algoritmii
[Trudy Mat. Inst. Akad. Nauk 42 (1954), 1-376], kterou pozdéji upravil a rozsitil
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N. M. Nagornyj (Moskva: Nauka, 1984; anglické vydani, Dordrecht: Kluwer,
1988).

CVICENI

1. [10] V textu jsme si ukézali, jak pomoci notace s nahrazovanim vyménit hodnoty
proménnych m a n, a sice v operacich t < m, m < n, n <« t. Ukazte, jak v posloupnosti
operac{ nahrazeni vyménit hodnoty ¢tyr proménnych (a,b,c,d) na (b,c,d,a). Jinymi
slovy novou hodnotou proménné a bude puvodni hodnota b atd. Pokuste se pouzit co
nejmensi pocet nahrazeni.

2. [15] Dokazte, ze na zacatku kroku E1 je m vzdy véts{ nez n, s moznou vyjimkou
prvniho provedeni kroku.

3. [20] Upravte Algoritmus E a pro zlepSeni jeho efektivity z néj odstraiite vSechny
trivialni operace nahrazeni jako ,m « n“. Tento novy algoritmus zapiste v podobném
formatu jako Algoritmus E a nazvéte jej Algoritmus F.

4. [16] Jaky je nejvétsi spolecny délitel ¢isel 2166 a 60997
5. [12] Dokazte, ze ,Procedura pro ¢teni této série knih“, uvedend v predmluvé

tohoto svazku, nesplnuje celé t¥i z péti podminek pro spravny algoritmus! Uvedte také
nékteré rozdily mezi jejim formétem a zapisem Algoritmu E.

6. [20] Cemu se rovna Ts, tedy primérny pocet provedeni kroku E1, p¥i hodnoté
n =257

7. [M21] Dejme tomu, Ze m je dané a ze n mize nabyvat libovolného kladného celého
c¢isla; necht dale Uy, je prumérny pocet provedeni kroku E1 v Algoritmu E. Dokazte,
ze je veli¢ina U, dobfe definovana. M4 U,, néjaky vztah k T,,7

8. [M25] Popiste ,efektivni“ formaln{ algoritmus pro vypocet nejvétsiho spoleéného
délitele dvou kladnych celych ¢isel m a n, ve kterém urcite 6;, ¢;, a;, b; jako ve vztazich
(3). Necht je vstup vyjadien fetézcem a™b™, tedy m pismen a a za nimi n pismen b.
Pokuste se o co nejjednodussi feseni. [Ndpovéda: Vyjdéte z Algoritmu E, ale namisto
délen{ provedte v kroku E1 pfifazeni r < |m — n|, n « min(m,n).]

9. [M30] Uvaiujte dVé Vypoéetni metody C1 = (Ql, [1, Q1, f1), CQ = (QQ, ]2, QQ, fg)
Metoda C; muze napiiklad oznacovat Algoritmus E ze vztaht (2), v némz je ale
omezena velikost proménnych m a n, a metoda Cy tvori implementaci Algoritmu E
v poditadovém programu. (To znamend, ze Q2 muze byt mnozina vSech stavi pocitace,
tedy vsSech konfiguraci paméti a registrii; fo bude pak definice jednotlivych strojovych
operaci a I2 bude pocateéni stav pocitace, jehoz soucasti je program pro stanoveni
nejvétsiho spolecného délitele i hodnoty m a n.)

V jazyku teorie mnozin zformulujte definici tvrzeni ,,Cs je reprezentaci C“ neboli
,,C2 simuluje C4“. Intuitivné mizeme tento vyrok vysvétlit tak, ze jakoukoli vypocetni
posloupnost C1 je mozné napodobit i v C2, pouze C2 miize pfi vypoctu provést veétsi
podet kroku a mize si ve svych stavech zapamatovat vice informaci. (Tak dostaneme
prisnou interpretaci tvrzeni ,Program X je implementaci Algoritmu Y*.)
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1.2. MATEMATICKE ZAKLADY

V TETO CASTI TEXTU se budeme zabyvat rfiznymi matematickymi notacemi,
které pouzivame v celé knize Uméni programovani, a odvodime si nékolik za-
kladnich vzorctl, jez budeme opakované pouzivat. I ¢tendr, ktery se o slozita
matematickd odvozeni hloubéji nezajima, by se mél prinejmensim seznamit s vy-
znamem riznych vzorcd, aby tak mohl vyuzivat vysledky odvozeni.

Matematickd notace se v této knize pouziva ke dvéma hlavnim ucelim:
jednak pro popis ¢asti algoritmu, jednak pro analyzu vykonovych charakteristik
algoritmu. Notace pro popis algoritmt je pomérné jednoduchd a vysvétlili jsme
si ji jiz v predchézejici ¢asti textu. Pfi analyze vykonnosti algoritmi budeme
potfebovat dalsi specialni notace.

Vétsina zde rozebiranych algoritmi je doplnéna o rizné matematické vypo-
Cty, které predurcuji oc¢ekavanou rychlost jejich zpracovani. Tyto vypocty Cerpaji
snad ze vSech moznych odvétvi matematiky a pro odvozeni vSech matematickych
pojmi, které na rtznych mistech vykladu pouziviame, bychom museli napsat
samostatnou knizku. Drtivou vétSinu vypocti je ale mozné provést se znalostmi
bézné vysokoskolské algebry a Ctenar se zakladnimi znalostmi diferencidlniho
a integralniho po¢tu by mél porozumét prakticky veskeré matematické teorii.
Nékdy budeme potiebovat hlubsi vysledky teorie komplexni proménné, teorie
grup, teorie ¢isel, teorie pravdépodobnosti atd.; v takovém ptipadé bude prislusné
téma vysvétleno pokud mozno jednoduchym zptisobem nebo budou uvedeny
odkazy na jiné zdroje informaci.

Matematické techniky, které jsou soucasti analyzy algoritmi, jsou obvykle
ponékud zvlastni. Casto budeme napiiklad pracovat s koneénymi souéty racio-
nélnich ¢isel nebo s feSenim rekurentnich relaci. Takovato témata dostavaji v ma-
tematickych kurzech zpravidla jen méalo prostoru, a proto je smyslem nasledu-
jicich ¢asti textu nejen dikladny dril pouzivani definovanych notaci, ale také
podrobné ilustrace rtiznych typt vypocti a technik, které vyuzijeme nejcastéji.

Dalezita poznamka: 1 kdyz nasledujici ¢asti textu podavaji pomérné rozsahly
vyklad v matematickych dovednostech, které jsou pro studium pocitac¢ovych
algoritmil nezbytné, vétsina ¢tenaid na prvni pohled nepochopi, jak silné jsou
vazby mezi touto latkou a programovanim podéitact (s vyjimkou ¢asti 1.2.1).
Ctenaf mize nasledujici text proéist skutecné peélivé a diivéfovat tak autorovi,
7e je probirana latka skutecné velmi dulezitd, z motivacniho hlediska je ale
vhodnéjsi tuto cdst nejprve jen zbézné prolétnout a aZ pozdéji (az uvidite, kolik
aplikaci popisovanych technik se skryva v dalsich kapitolach) se k ni wvratit
a prostudovat ji dukladnéji. Pokud nékdo do tohoto materidlu zabtfedne piilis
hned napoprvé, nemusi se k tématiim z programovani pocitaci uz vibec dostat!
Ctenéf by nicméné mél byt pfinejmensim obeznamen s celkovym obsahem téchto
¢asti vykladu a mél by i pfi prvnim ¢teni zkusit vypracovat néktera ze cviceni.
Zvlastni pozornost si zasluhuje ¢ast 1.2.10, ze které vychazi vétsina pozdéji od-
vozeného teoretického materidlu. Cést 1.3, ktera nasleduje po ¢asti 1.2, jiz rychle
opousti kralovstvi ,,¢isté matematiky“ a vstupuje do fise ,istého programovani
pocitacu“.
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Rozsiteny, volngjsi vyklad velké ¢asti této latky najdete ve druhém vydéani
knihy Concrete Mathematics, kterou napsali Graham, Knuth a Patashnik, druhé
vydani (Reading, Mass.: Addison-Wesley, 1994). Tuto knihu budeme v nasled-
nych odkazech oznacovat jednoduse jako CMath.

1.2.1. Matematicka indukce

Necht P(n) je néjaké tvrzeni o celém ¢isle n; vyrok P(n) muze byt napiiklad ,n
krat (n + 3) je sudé ¢&islo“ nebo ,jestlize n > 10, pak 2" > n3“. Dejme tomu,
ze nyni chceme dokazat pravdivost tvrzeni pro vSechna kladna cela cisla n. To
miizeme udélat pomoci jednoho velmi dulezitého postupu:

a) Dokazte, Ze tvrzeni P(1) je pravdivé.

b) Dokazte, Ze je pravdivé také tvrzeni ,jsou-li pravdiva vSechna tvrzeni P(1),
P(2),...,P(n), pak je pravdivé i tvrzeni P(n + 1), pficemz dikaz bude
platny pro libovolné kladné celé ¢islo n.

Jako priklad uvazujme nasledujici sérii rovnosti, na kterou od davnych dob
prisla nezavisle na sobé spousta lidi:
1=12%
1+3=22
1+345=32
1+34+5+7=4%
14+3+5+7+9=5. (1)

Obecny vztah miZzeme nyni formulovat takto:
14+3+---+(2n—1)=n2% (2)

Nazvéme tento vztah tvrzenim P(n); chceme dokazat, ze je P(n) pravdivé pro
vsechna kladna celd n. Podle vyse uvedeného postupu dokazeme:

a) ,P(1) je pravdivé, protoze 1 = 12.“

b) ,Jsou-li pravdiva vSechna tvrzeni P(1),..., P(n), pak je pravdivé zejména
i P(n), takze plati vztah (2); jestlize k obéma strandm pii¢teme 2n + 1,
dostaneme

1+3+--+2n—-1+2n+1)=n*>+2n+1=(n+1)>
¢imz jsme dokézali, Ze je pravdivé i tvrzeni P(n + 1).“

Tuto metodu muzeme povazovat za algoritmickou proceduru dikazu. Po-
moci nésledujiciho algoritmu miZeme skuteéné vytvorit dikaz tvrzeni P(n) pro
libovolné kladné celé ¢islo n, pokud jsme ovSem jiz vypracovali kroky (a) a (b):

Algoritmus I (Konstrukce dikazu). Pro dané kladné celé ¢islo n vytvori tento
algoritmus dukaz, Ze je tvrzeni P(n) pravdivé.

I1. [Dokézat P(1).] Pfifadte k < 1 a podle bodu (a) vypiste dikaz tvrzeni P(1).
I12. [k = n?] Pokud k = n, algoritmus kondi a vystupem je pozadovany diikaz.
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13. [Dokézat P(k + 1).] V souladu s bodem (b) vypiste dukaz tvrzeni: ,Jsou-li
pravdiva vSechna tvrzeni P(1),..., P(k), pak je pravdivé i tvrzeni P(k+1).“
Dale vypiste vétu: ,Dokézali jsme jiz P(1),...,P(k); tudiz i P(k + 1) je
pravdivé.“

14. [Zvysit k.] ZvétSete k o 1 a vratte se na krok I12. |

—> I1. Dokazat P(1) %62. k:na% 13. Dokézat P(k + 1) I4. Zvysit k

Obr. 2. Algoritmus I: Matematické indukce

Protoze tento algoritmus jasné predklada ditkaz tvrzeni P(n) pro libovolné
dané n, je i technika dtikazu sloZend z kroku (a) a (b) logicky platna. Nazyvame
ji dukaz metodou matematické indukce.

Princip matematické indukce je ale tfeba odlisit od obecné indukce jako
metody védeckého zkouméni. Védec vychazi z jistych pozorovani a pomoci ,,in-
dukce® vytvori obecnou teorii neboli hypotézu, ktera je vyjadfenim téchto fakti;
miizeme napiiklad pozorovat pét relaci ve vztahu (1) a na jejich zakladé zformu-
lovat hypotézu (2). V tomto slova smyslu neni indukce ni¢im jinym nez jakymsi
zdravym tsudkem z dané situace; matematik by ji ale oznacil za empiricky
vysledek nebo dohady.

Vsechno si ozfejmime na dalsim ptikladu. Necht p(n) oznacuje pocet roz-
kladu cisla n, tedy pocet rtiznych zptsobi, jakymi je mozné zapsat n ve formé
souctu kladnych celych ¢isel, nezavisle na jejich potadi. Protoze ¢islo 5 je mozné
takto rozlozit pravé sedmi zptisoby, a sice

1+14+1+1+1=24+14+1+1=24+24+1=3+1+1=3+2=4+1=35,

dostavame p(5) = 7. Nékolik prvnich hodnot nahlédneme velice snadno:

p(l) =1, p(2)=2, pB3)=3, p(4) =5 p’)=T7

Na tomto misté bychom mohli podlehnout pokuseni zformulovat na zakladé in-
dukce hypotézu, Ze posloupnost p(2), p(3), . .. generuje prvocisla. Pro jeji ovéreni
vypoc¢teme p(6), a ejhle, p(6) = 11, nase domnénka se potvrzuje!

[Dalsi é&islo p(7) je ale bohuzel rovno 15, takze celd hypotéza se ndm hrouti
a musime zacit znovu. O ¢islech p(n) je zndmo, Ze jsou dosti komplikovana,
i kdyz S. Ramanujanovi se podafilo o nich odhadnout a dokazat celou fadu
pozoruhodnych tvrzeni. Dalsi informace najdete v knize G. H. Hardy, Ramanujan
(London: Cambridge University Press, 1940), kapitoly 6 a 8. Viz téz ¢ast 7.2.1.4.]

Matematicka indukce se od vySe uvedené obecné indukce podstatné lisi.
Nepracuje s zddnymi dohady, ale s pfesvédéivym diikazem tvrzeni; skute¢né po-
moci ni dokdZeme hned nekone¢né mnoho tvrzeni, pro kazdé n jedno. ,, Indukci®
je nazyvana jen proto, ze se nejprve musime néjak rozhodnout, co budeme
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dokazovat, a teprve poté ji muzeme aplikovat. V této knize budeme dukazy
matematickou indukci oznacovat pravé pomoci samotného slova indukce.
Vztah (2) mtzeme dokdzat také geometricky.
Na obrazku 3 vidime pro n = 6 celkem n? bu- 11
nék, rozdélenych do skupin po 1+ 3 +---+ (2n —
— 1) burikdch. V zdvéreéné analyze miZzeme ale
tento obrazek pokladat za ,,dtikaz“ jen tehdy, pokud 7
ukazeme, ze je mozné tuto konstrukci provést pro
vsechna n, a tento postup je v podstaté stejny jako
dukaz indukci. 3
Pii naSem dtikazu vztahu (2) jsme pouzili jen
specidlni pfipad (b); ukazali jsme pouze, Ze z prav-
divosti tvrzeni P(n) vyplyva i pravdivost P(n + Obr. 3. Soudet lichych &-
+1). To je dulezity jednoduchy pfipad, se kterym se sel je vzdy Gtvercem
budeme setkavat casto, ale hned v dalsim prikladu
si ukazeme silu celé metody jesté 1épe. Nadefinujeme si Fibonacciho posloupnost
Fy, Fi, Fs, ... podle pravidla, ze Fp = 0, F1 = 1 a kazdé dalsi ¢islo je souctem
dvou predchazejicich. Celd posloupnost zac¢ina tudiz ¢isly 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13,

1

¢ rovno (1++/5)/2, plati
F, < g™t (3)

pro kazdé kladné celé ¢islo n. Tento vztah oznac¢ime P(n).

Jestlize n = 1, pak Fy = 1 = ¢° = ¢"~ 1, takze krok (a) je splnén. V kroku
(b) si nejprve uvédomime, Ze plati také P(2), protoze Fr = 1 < 1.6 < ¢! = ¢>~ L.
Nyni, pokud jsou pravdivd vSechna tvrzeni P(1), P(2), ..., P(n) a pokud je
n > 1, vime zejména, ze je pravdivé P(n — 1) a P(n), takze F,, _; < ¢" 2
a F,, < ¢"" L Tyto dvé nerovnosti dale secteme a dostaneme:

Foii=Fo 1+ F, <¢" 24 ¢" 1 =¢" (1 +¢). (4)

Cislo ¢ ma jednu dilezitou vlastnost, pro kterou jsme si je ostatné v tomto
prikladu vybrali:
1+¢=¢" (5)

Dosadime-li nyni (5) do (4), dostavame F,, 1 < ¢™, coz je tvrzeni P(n+1). Krok
(b) jsme tedy zvladli a pomoci matematické indukce jsme dokézali i pozadované
tvrzeni (3). VSimnéte si, Ze krok (b) jsme zde provadéli dvéma riznymi zpisoby:
pro n = 1 jsme platnost tvrzeni P(n + 1) dokdzali pfimo, zatimco pro n > 1
jsme jiz vyuzili induktivni metodu. Tento postup byl nutny proto, ze pti n = 1
bychom se odvolavali na tvrzeni P(n — 1) = P(0), které neni definovano.

Pomoci matematické indukce miizeme také dokazovat rizné vlastnosti algo-
ritmau. Uvazujme nésledujici zobecnéni Euklidova algoritmu:

Algoritmus E (Rozsieny Fuklidiv algoritmus). Jsou-li ddna dvé kladné celd
¢isla m a n, vypocteme jejich nejvétsiho spolecného délitele a soucasné dvé cela,
nikoli vSak nutné kladna ¢isla a a b, pro kterd plati am + bn = d.

E1. [Inicializace.] Ptifadte a’ < b+« 1, a < V' «— 0, c — m, d < n.
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E2. [Déleni.] Necht ¢ a  budou netplny podil a zbytek (v tomto potadi) pii
déleni ¢ ¢islem d. (To znamend, ze c=qd+r a0 <r < d.)

E3. [Je zbytek nulovy?] Pokud r = 0, algoritmus konéi; v tomto pfipadé je am +
+ bn = d, jak jsme potiebovali.

E4. [Novy cyklus.] Piitadte ¢ < d, d < r, t < d/, ' «— a, a — t — qa, t < V),
b «— b, b+ t— qba jdéte zpét na krok E2. |

JestliZe z tohoto algoritmu vypustime proménné a, b, a’a b’ a jestlize namisto
pomocnych proménnych ¢ a d pouzijeme m a n, dostdvame nas stary znamy
algoritmus 1.1E. Nova verze umi ovSem o néco vice, protoze stanovuje koeficienty
a a b. Dejme tomu, ze m = 1769 a n = 551; z algoritmu postupné dostavame
(vzdy po kroku E2):

a a v b c d q r
1 0 0 1 1769 551 3 116
0 1 1 -3 551 116 4 87
1 —4 -3 13 116 87 1 29

—4 5 13 —16 87 29 3 0

Odpovéd je spravnéd: 5 x 1769 — 16 x 551 = 8845 — 8816 = 29, coz je nejvétsi
spole¢ny délitel ¢isel 1769 a 551.

Problém je ovsem dokdzat, ze tento algoritmus funguje spravné pro vSechna
¢isla m a n. Mohli bychom se pokusit o uplatnéni metody matematické indukce,
pri¢em? za P(n) bychom povazovali vyrok: , Algoritmus E funguje spravné pro
vSechna n a pro vSechna cela m.“ Tento postup ale neni Uplné jednoduchy
a musime pri ném dokézat jesté nékolik tvrzeni navic. Po chvilce zkoumani
prijdeme na to, Ze musime dokdzat jisté tvrzeni o proménnych a, b, a’a ¥, a sice
ze po provedeni kroku E2 vzdy plati rovnosti:

a'm+bn=c, am +bn = d. (6)

Platnost téchto vztahti mtzeme dokézat tak, Ze si ovéfime jejich platnost pii
prvnim zahajeni kroku E2, a poté prokazeme, ze se v kroku E4 jejich platnost
nezméni. (Dikaz viz cviceni 6.)

Nyni jiz mizeme indukci nad proménnou n dokazat platnost algoritmu E:
Pokud je m nasobkem n, funguje algoritmus ziejmé spravné, protoze skoncime
hned po prvnim prichodu kroku E3. Tento piipad nastava také pii n = 1.
Jediny zbyvajici pripad je, kdy n > 1 a m neni nasobkem n. V takovém piipadé
algoritmus pokracuje a po prvnim prichodu pfitadi ¢ < n, d «— r; protoze
r < n, muZeme podle indukce predpoklddat, Ze koneéna hodnota d je nejvétsim
spoleénym délitelem ¢isel n a . Podle zdivodnéni v ¢asti 1.1 maji dvojice {m,n}
a {n,r} stejné spoleéné délitele, a zejména pak nejvétsiho spoleéného délitele.
TudiZ d je nejvétsim spoleénym délitelem m a n, a am + bn = d podle (6).

Ve vyse uvedeném dikazu jsme kurzivou zvyraznili jednu frazi, ktera uka-
zuje, proc se v ditkazech indukei tak ¢asto pouziva pfirozeny jazyk. Pii indukénim
kroku (b) nefikdme totiz: ,,Nyni budeme predpokladat P(1), P(2),..., P(n) ana
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(’_,_—fAI: m>0, n>0.
Start /,/”’

-
_--A2: ¢c=m>0, d=n>0,
g1, <0 a—1 c—m s a=b =0, a’=b=1.
b—1 V0 den R
P -
_.--A8: am +bn=d, am+bn=c=qd+r,
mo. 4+ podil(c+d) e 0<r<d, ged(c,d)=ged(m,n).
" 7« zbytek(c =+ d) I
D ST “=---A4: am+bn=d=gcd(m,n).
=07
Neé__
e T A5: am+bn=d, a/m+bn=c=qd+r,

0<r<d, ged(e,d)=ged(m,n).

c—d, der;
E4. t<a',a' «—a, a—t—qa;
t—b', b —b, b—1t—qgb.

it A6: am+bn=d, am-+bn=c, d>0,
ged(ce, d) = ged(m, n).

Obr. 4. Vyvojovy diagram Algoritmu E doplnény o tvrzeni, kterd dokazuji jeho sprév-
nost

zékladé téchto predpokladt dokdzeme P(n+1)%, ale ¢asto jen jednoduse: ,Nyni
dokdzeme P(n); podle indukce miZeme pfedpoklddat, ze plati P(k) pro kazdé
1<k <n“

Jestlize se na tento postup podivame z trochu jiného pohledu, mizeme
vytvorit obecnou metodu, pomoci niz dokadzeme platnost jakéhokoli algoritmu.
Myslenka spociva v tom, Zze vezmeme vyvojovy diagram urcitého algoritmu
a kazdou ze Sipek oznacime jistym tvrzenim o aktudlnim stavu, které plati pri
prichodu vypoctu po Sipce. Na obrazku 4 byla tato tvrzeni oznacena jako A1,
A2, ..., A6. (Viechna tato tvrzeni vychédzeji kromé toho také z predpokladu,
Ze proménné maji celo¢iselné hodnoty; ten jsme pro usporu mista vynechali.)
Tvrzeni A1 definuje prvotni pifedpoklady pfi vstupu do algoritmu, zatimco A4
popisuje tvrzeni, které chceme dokézat o vystupnich hodnotach a, b a d.

Obecna metoda znamend dokazat pro kazdy ramecek ve vyvojovém dia-
gramu, ze:

pokud je tvrzeni u Sipky, ktera vede do ramecku, platné pred
provedenim operace v ramecku, pak jsou po provedeni operace
platna také vsechna tvrzeni na odpovidajicich sipkach vedoucich
ven z ramecku.

(7)

To znamena, ze musime napriklad dokézat, ze pokud pred provedenim E2 plati
A2 nebo A6, pak po E2 plati A3. (V tomto pfipadé je A2 dokonce silnéjsi
tvrzeni nez A6, ¢ili z A2 piimo vyplyva A6. Stac¢i ndm tedy dokazat, ze pokud
plati A6 pred E2, vyplyva z toho A3 po E2. VSimnéte si pfitom, Ze podminka
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d > 0 je v tvrzeni A6 nutné jen proto, aby operace E2 méla smysl.) Dale musime
ukézat, ze z A3 ar =0 vyplyva A4, ze z A8 ar # 0 vyplyvad A5 atd. VSechny
tyto potiebné dikazy jsou velice jednoduché.

Jakmile dokazeme vyrok (7) pro kazdy ramecek, znamend to, Ze jsou vSechna
uvedena tvrzeni platna pri kazdém priichodu algoritmem. Nyni mzeme provést
indukci podle poc¢tu krokd vypoctu, tedy podle pocétu Sipek prochazenych ve
vyvojovém diagramu. Pfi prichodu prvni Sipky, ktera vede z bodu ,,Start“, je tvr-
zeni A1 pravdivé, protoze predpokladame, Ze vstupni hodnoty vzdy odpovidaji
specifikacim; je tedy i tvrzeni u prvni prochézeni Sipky spravné. Je-li pravdivé
tvrzeni u n-té Sipky, pak podle (7) je pravdivé i tvrzeni uvedené u (n + 1)-ni
Sipky.

Vyjdeme-li z tohoto obecného postupu, je zfejmé, ze problém dikazu sprav-
nosti ur¢itého algoritmu se v podstaté redukuje na nalezeni vhodnych tvrzeni,
kterymi oznacime Sipky ve vyvojovém diagramu. Po provedeni tohoto tivodniho
kroku jiz neni nijak tézké dokazat, ze z kazdého tvrzeni u Sipky vedouci do
ramecku logicky vyplyva také platnost tvrzeni u Sipky vedouci z rdmecku ven.
Ve skutecnosti je i vytvoreni téchto tvrzeni pomérné snadnym, rutinnim tikolem,
déna tvrzeni A1, A4 a A6, je jiz jednoduché napsat i A2, A8a A5. Nejvice prace
nam da vytvorit tvrzeni A6; zbytek jiz miuzeme doplnit mechanicky. O podrobné
formélni dikazy algoritmi, tedy o dikazy s takovou mirou podrobnosti jako na
obrazku 4, se proto ve zbytku knizky nesnazime. Staci vzdy vyslovit jen kli¢ova
uvodni tvrzeni, kterd uvadime budto ve vykladu za algoritmem, nebo v zévorkéch
jako poznamky v textu samotného algoritmu.

Tento postup diikazu spravnosti algoritm® mé ale jesté jednu dilezitéjsi
stranku: zrcadli se v ném zpitsob, jakym cely algoritmus chapeme. Vzpomertite
si, Zze uz v Casti 1.1 jsme ctenafe upozornili, aby algoritmus necetli jako texty
z krasné literatury; doporucujeme jednou nebo dvakrat procist vhodny algo-
ritmus s vzorkem dat. Pri takovém prichodu algoritmem jiz ¢lovék muze lépe
zformulovat potfebnd tvrzeni. Zamérem autora je ukazat, Ze spravnosti algoritmu
porozumime az v okamziku, kdy si v hlavé dame dohromady vSechna tvrzeni,
stejné jako na obrazku 4. Tento thel pohledu mé vyznamné psychologické dui-
sledky pro spravné sdéleni algoritmu od jedné osoby ke druhé: vyplyva odtud, ze
klicova tvrzeni, ktera nelze snadno odvodit Zzadnym automatem, musime pfi vy-
svétlovani algoritmu druhému ¢lovéku vzdy jasné, explicitné vyslovit. Vratime-li
se nyni k Algoritmu E, je tfeba pfipomenout také tvrzeni A6.

Vnimavy ¢tenaf si ale jisté vsiml jedné trhliny v nasem poslednim dikazu
algoritmu E. Neukéazali jsme totiz, ze algoritmus skon¢i; pouze jsme dokazali, ze
pokud opravdu skon¢i, d& spravny vysledek!

(Poznamenejme napiiklad, ze Algoritmus E m4 smysl i v pripadé, Ze v ném
budou proménné m, n, ¢, d a r moci nabjvat hodnot ve formé u + v v/2, kde u
a v jsou cel4 ¢isla. Proménné q, a, b, a, b’ nabyvaji i nadéle celoéiselnych hodnot.
Pokud metodu zahajime tfeba s hodnotami m = 12 — 6 V2an=20-10 \/5,
vypoéteme pomoci ni ,nejvétsiho spoleéného délitele® d = 4 — 2/2, kde a = +
+2, b = —1. Dikazy tvrzeni A1 az A6 zlstavaji platné i pfi takto rozsifenych
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predpokladech; pravdiva jsou tedy i vSechna tvrzeni pii jakémkoli provadéni
procedury. Jestlize ale za¢neme s hodnotami m = 1 a n = /2, vypodet nikdy
neskondéi (viz cviceni 12). Z dukazu tvrzeni A1 az A6 tudiz logicky nevypljvd,
Ze by byl algoritmus kone¢ny.)

Dtikaz ukonceni algoritmu se obvykle provadi samostatné. Ve cviceni 13 si ale
ukédzeme, ze vyse uvedenou metodu muZeme v radé dilezitych piipadd rozsirit
takovym zptsobem, ze diikaz konecnosti dostaneme jako jeji vedlejsi produkt.

Nyni jsme tedy dvakrat dokazali platnost Algoritmu E. Z pfisné logického
pohledu bychom se méli pokusit také dokazat platnost prvniho algoritmu této
Casti textu, tedy Algoritmu I; pomoci Algoritmu I jsme ve skute¢nosti ukazali
spravnost jakéhokoli diikazu indukci. Pokusime-li se ale dokdzat, ze Algoritmus I
pracuje spravné, dostavame se k rozporu — to muizeme dokazat opét jediné
indukci! Ocitdme se tak v kruhu.

V posledni analyze vidime, ze kaZdou vlastnost celych ¢isel musime dokazat
indukci, protoZze samotnd celd ¢isla jsou v podstaté definovdna indukci. Vétu,
Ze libovolné kladné celé ¢islo n se budto rovnd 1, nebo se k nému dostaneme
od 1 opakovanym pri¢itanim 1, mtizeme tudiz povazovat za axiom; to uz staci
k dokazani spravnosti Algoritmu I. [Podrobny vyklad zakladnich principi celych
¢isel najdete v ¢lanku “On Mathematical Induction”, ktery napsal Leon Henkin,
AMM 67 (1960), 323-338.]

Myslenka matematické indukce je tudiz tzce spjata s pojmem samotného
¢isla. V Evropé aplikoval metodu matematické indukce na presné dikazy italsky
védec Francesco Maurolico, a to v roce 1575. S dalsimi zdokonalenimi prisel
zacatkem 17. stoleti Pierre de Fermat, ktery ji nazval ,,metodou nekonecného
poklesu“. Pojem také ve svych pozdéjsich pracich zfetelné pouziva Blaise Pascal
(1653). Samotny vyraz ,matematickd indukce® vytvoril ziejmé A. De Morgan
zac¢atkem 19. stoleti. [Viz The Penny Cyclopaedia 11 (1838), 465-466; AMM 24
(1917), 199-207; 25 (1918), 197-201; Arch. Hist. Exact Sci. 9 (1972), 1-21.] Dalsi
vyklad matematické indukce najdete v knize G. Pdlya: Induction and Analogy
in Mathematics (Princeton, N.J.: Princeton University Press, 1954), kapitola 7.

Vyse popsanad formulace dikazu algoritmi pomoci tvrzeni a indukce je
v podstaté dilem R. W. Floyda. Ten poukazal, Ze sémantickou definici kazdé
operace v programovacim jazyku je mozné formulovat jako logické pravidlo, které
presné stanovuje, z jakych tvrzeni platnych pied jeho provedenim dokadzeme jaka
tvrzeni po jeho dokonceni [viz “Assigning Meanings to Programs”, Proc. Symp.
Appl. Math., Amer. Math. Soc., 19 (1967), 19-32]. Podobné myslenky vyslovil
nezévisle Peter Naur, BIT 6 (1966), 310-316, ktery tato tvrzeni nazyval “gen-
eral snapshots”, ,obecné snimky“. DileZitym zpfesnénim je pojem ,invariantt‘,
ktery zavedl C. A. R. Hoare; viz napiiklad CACM 14 (1971), 39-45. Pozdgjsi
autofi se rozhodli Floydiv smér myslenek obratit a navrhli vychazet z tvrzeni,
které musi platit po dokonceni operace, a odvodit z néj ,nejslabsi podminku*,
ktera musi platit naopak pfed operaci. Diky tomuto postupu je mozné objevit
i nové algoritmy, které jsou zarucené spravné; stac¢i vyjit ze specifikaci poza-
dovangch vysledkt a postupovat zpét. [Viz E. W. Dijkstra, CACM 18 (1975),
453-457; A Discipline of Programming (Prentice-Hall, 1976).]
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Princip avodnich tvrzeni se v jisté zarodecéné podobé objevil jiz roku 1946,
kdy soucasné H. H. Goldstine a J. von Neumann pfedstavili vyvojové diagramy.
Ty ve své puvodni formé obsahovaly ,,ramecky tvrzeni“, “assertion boxes”, které
velmi pfipominaji tvrzeni na obrazku 4. [Viz John von Neumann, Collected
Works 5 (New York: Macmillan, 1963), 91-99. Viz téZ prvni poznamky A. M.
Turinga k verifikaci, uvedené v ¢lanku Report of a Conference on High Speed
Automatic Calculating Machines (Cambridge Univ., 1949), 67-68 a obrazky;
pretisténo s komentarem od F. L. Morrise a C. B. Jonese v Annals of the History
of Computing 6 (1984), 139-143.]

PFi vysvétleni teorie programdi vyrazné pomidZze,
pokud béhem konstrukce vyslovime jedno nebo dvé tvrzeni
o stavu stroje ve vhodné vybranych mistech. ...
V extrémni podobé teoretické metody
Jsou tvrzeni podloZena presnym matematickym diikazem.
V extrémni podobé experimentalni metody
je program spustén na stroji s riiznymi pocatecnimi podminkami
a je prohlasen za spravny, pokud tvrzeni plati v kaZdém z pripadd.
Obé metody maji své slabé stranky.

— A. M. TURING, Ferranti Mark | Programming Manual (1950)

CVICENI

1. [05] Vysvétlete, jak upravit postup diikazu matematickou indukei v pfipadé, ze
budeme chtit dokdzat néjaké tvrzeni P(n) pro vSechna nezdpornd celd Cisla — tedy
nikoli pron=1,2,3, ..., nybrz pron=0, 1, 2, ...

2. [15] V nésledujicim dikazu musi byt chyba. Najdete ji? ,, Vé&ta. Necht a je libo-
volné kladné &islo. Pro viechna kladné &isla n je a™ ' = 1. Dikaz Je-li n = 1, pak

a" ! =a'"! = a° = 1. Pokud déle podle indukce predpoklidame, Ze véta plati pro 1,
2, ..., n, dostdvame
n—1 n—1
(n+1)—1 _ n _ G X a 71><17
a =a = q(n—1)—1 - 1 =1

takze véta plati i pron + 1.“

3. [18] Naésledujici dikaz indukei je zd4nlivé spravny, ale pro n = 6 dava z néjakého
duvodu na levé strané % + % + 113 + 2% + % = 2 a na pravé strané % — L =4 Najdete,

6 6 3
kde je v ném chyba? ,,Véta.
1 1 1 3

ix2 2x3 " T o) xn 2

S|=

Diikaz. Provedeme indukei podle n. Pro n = 1 je ziejmé 3/2 — 1/n = 1/(1 X 2); a za
predpokladu, ze pro n véta plati, je

1 1 1
1><2+.H+(n71)><n+n><(n+1)
301 1 301 /1 1 31,
_s_1, :777+(77 ):77 :
2 n nn+l) 2 n n n+1l 2 n+1

4. [20] Dokazte, ze Fibonacciho ¢isla spliiuji kromé vztahu (3) také podminku F,, >
2 ¢n—2.
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5. [21] Pruvocislo je celé ¢islo > 1, které je beze zbytku délitelné jen jednickou a sebou
samym. Na zékladé této definice a metody matematické indukce dokazte, ze kazdé
celé ¢islo > 1 je mozné zapsat jako soucin jednoho nebo vice prvoéisel. (Prvodcislo
povazujeme za ,soucin® jediného prvodisla, a sice sebe samého.)

6. [20] Dokazte, ze pokud plat{ vztah (6) bezprostiedné pred krokem E4, plati také
po jeho provedeni.

7. [23] Zformulujte a indukei dokazte pravidlo pro soucty 1% 22 — 1% 3% — 22 + 12,
42 32422 12 5% — 4% + 3% — 22 4+ 1% atd.

8. [25] (a) Indukci dokazte nasledujici vétu, kterou okolo roku 100 vyslovil Nico-
machus: 1> =1,2° =345,3%3 =7+9+11, 4% = 13+ 15+ 17 + 19 atd. (b) Pomoci
tohoto vysledku dokazte pozoruhodny vztah 1% +2% ... +n® = (14+2+--- +n)%

[Pozndmka: Zajimavou geometrickou interpretaci tohoto vzorce pfinesl Warren Lush-
baugh; je zndzornéna na obrazku 5 a byla zvefejnéna v Math. Gazette 49 (1965), 200.
Myslenka souvisi s Nicomachovou vétou a obrazkem 3. Dalsi dikazy ,,na prvni pohled*
najdeme v literatufe: Martin Gardner, Knotted Doughnuts (New York: Freeman, 1986),
kapitola 16; J. H. Conway a R. K. Guy, The Book of Numbers (New York: Copernicus,
1996), kapitola 2.]

Strana = 5+5+5+5+5+5="5-(5+1) | |
Strana = 5+4+3+2+1+1+2+3+4+5= |
=2-(142+---+5) I L
Plocha=4-1>+4-2.224+4.3.3%2+4.4-4*+ L -
+4.5.5% = |
:4.(13+23+...+53) | |

Obr. 5. Geometricka verze cviceni 8(b)

9. [20] Dokazte indukci, ze pokud je 0 < a < 1, pak (1 —a)" > 1 — na.
10. [M22] Dokaite indukci, Ze pokud je n > 10, pak 2" > n®.
11. [M30] Naleznéte a dokazte jednoduchy vzorec pro soucet
IS N 5 (-1)"(2n +1)®
14+4 3*44 5*+4 (2n+ 1444

12. [M25] Ukazte, jak je mozné zobecnit Algoritmus E podle popisu v textu tak, ze
do n&j budou vstupovat hodnoty tvaru u 4+ vv/2, kde u a v jsou celd &isla, pFi¢emz
vypocty bude mozné opét provadét elementdrnim zptsobem (tedy bez nekoneéného
desetinného rozvoje v/2). Dokazte ale, Zze pro m = 1 a n = v/2 vjpocet neskondi.

13. [M23] Rozsifte Algoritmus E: pfidejte do néj novou proménnou 7' a na zacdtek
kazdého kroku dopliite operaci ,T «— T+ 1%. (Proménnd T tvori tudiz néco jako hodiny
a poéitd pocet provedenych kroki.) Na za¢atku predpoklddejte, ze je T' rovno nule,
takze tvrzeni A1 na obrizku 4 se zméni na ,m > 0, n > 0, T = 0. Podobné k tvrzeni
A2 priddme podminku , 7' = 1“. Ukazte, jak do jednotlivych tvrzeni doplnit dalsi pod-
minky, aby z libovolného tvrzeni A1, A2, ..., A6 vyplyvalo T' < 3n a aby nadéle bylo
mozné provést dikaz indukef. (Jinymi slovy: vypocet mus{ skoncit za nejvyse 3n krokt.)
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14. [50] (R. W. Floyd.) Vytvofte pocitacovy program, ktery na vstupu prevezme pro-
gram v néjakém programovacim jazyce a nepovinné také jista tvrzeni, a dale se pokusi
doplnit zbyvajici tvrzeni potfebné k dikazu spravnosti programu. (Tento program by
se napiiklad mél pokusit dokazat platnost Algoritmu E, pricemz vyjde jen z tvrzeni
Al, A4, a A6. Dalsi vyklad viz prispévky R. W. Floyd a J. C. King, IFIP Congress
proceedings, 1971.)

15. [VM28] (Zobecnénd indukce.) V textu jsme si ukézali, jak dokdzat vyrok P(n)
z4visly na jediném celém ¢isle n, ale neukézali jsme si, jak dokdzat vyrok P(m,n)
zavisly na dvou celociselnych proménnych. Tyto dikazy se Casto provadéji néjakou
formou ,,dvojité indukce“, kterd byva na pohled dosti nesrozumitelna. Ve skutecnosti
existuje ale jeden dilezity princip, ktery je obecnéjsi nez jednoduché indukce a ktery je
mozné pouzit nejen na tuto situaci, ale i na dikaz vyroku nad nespocetnymi mnozinami,
napiiklad dokdzat P(z) pro vSechna redlnd z. Tomuto obecnému principu se ¥ika dobré
usporadans.
Necht ,,<“ je relace v mnoziné S, kterd splnuje nasledujici vlastnosti:
i) Pokud z, y a z ndlezi do S a pokud z <y ay < z, pak i z < z.
ii) Pokud z a y ndlezi do S, plati pravé jedno z nésledujicich ti{ tvrzeni: z < y, x = y
nebo y < x.
iii) Je-li A libovolnd neprazdnd podmnozina S, existuje prvek = z A takovy, ze x <y
(tedy z < y nebo z = y) pro viechna y z A.
Tuto relaci nazyvame dobrym usporddanim mnoziny S. Je naptiklad zfejmé, ze mnozina
kladnych celych ¢isel je dobie usporadand v obycejné relaci ,,mensi nez“, <.

a) Ukazte, ze mnozina vsech celych ¢isel jiz nenf v relaci < dobfe uspofddana.

b) Definujte relaci dobrého usporadani na mnoziné vsech celych éisel.

¢) Je mnozina vSech nezapornych realnych ¢&isel dobie usporddand relaci <?

d) (Lezikografické razeni.) Necht S je dobfe usporddana s relaci < a necht pro kazdé
n > 0 je T, mnozina vSech n-rozmérnych vektoru (z1,x2,...,Zn) prvkia x; z S.
Definujeme (z1,x2,...,Zn) < (y1,Y2, .-, Yn), pokud existuje takové k, 1 < k < n,
ze x; =yj pro 1 < j <k, ale zy <y vS. Je < dobré uspotadani mnoziny 7,7

e) Pokracujeme v €ésti (d) a Feknéme, ze T' = | J,,», Tn; definujeme (z1,2,...,2m) <

< (y1,92,---,Yn), pokud je z; = y; pro 1 < j < k a zx < yr pro nékteré k <
< min(m, n), nebo pokud je m < n a x; = y; pro 1 < j < m. Je relace < dobrym
usporadanim 7?7
f) Ukazte, ze < je dobrym uspordddnim mnoziny S tehdy a jen tehdy, pokud spliiuje
podminky (i) a (ii) a pokud neexistuje zddné nekonecné posloupnost z1, z2, x3,
... ,kde ;41 < z; pro vSechna j > 1.
g) Necht S je dobfe usporddand s relaci < a necht P(z) je vyrok o prvku z z S. Ukazte,
ze pokud je mozné dokézat P(z) za predpokladu, ze plati P(y) pro vSechna y < x,
pak P(z) plati pro vSechna x z S.
[Pozndmky: Cést (g) je slibené zobecnéni jednoduché indukce; pokud je S = mnozina
kladnych celych cisel, jednd se o stejnou matematickou indukci, jakou jsme v textu
probirali. V takovém piipadé méme dokdzat, ze plati P(1), jestlize plati P(y) pro
vSechna kladna celd éisla y < 1; to je totéz, jako kdyz mame dokézat P(1), protoze
P(y) plati pro vSechna takova y trividlné. Jinymi slovy: v mnoha situacich nen{ nutné
vyrok P(1) dokazovat zvlaStnim postupem.
Cést (d) nam spolu s &asti (g) dava silnou metodu indukce nad n-rozmérnym
vektorem, pomoci niz mizeme dokazovat vyroky P(mi,...,mn) o n kladnych celych
cislech my, ..., my.
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Cést (f) mé u poéitacovych algoritmi dalsi uplatnéni: Podaii-li se ndm zobrazit
kazdy stav vypoctu x do prvku f(z) z jisté dobie usporddané mnoziny S takovym
zpusobem, Ze pfi kazdém kroku vypoctu se stav x zméni do stavu y s tim, ze f(y) <
< f(z), pak algoritmus musi skoné¢it. Tento princip je zobecnénim tvrzeni o klesajici
posloupnosti hodnot n, pomoci ného# jsme dokézali koneénost Algoritmu 1.1E.]

1.2.2. Cisla, mocniny a logaritmy

Zacénéme nyni vyklad numerické matematiky podrobnym pohledem na disla,

s v

s nimiz pracujeme. Celd ¢isla jsou vSechna cela ¢isla
e, —3,-2,-1,0,1,2,3, ...

(zdporna, nula a kladnd). Raciondlni ¢islo je podilem dvou celych éisel p/q, kde
q je kladné. Redlné cislo je pak veliina x s desetinnym rozvojem

x:n+0.d1d2d3..., (1)

7 %7

kde n je celé ¢islo, kazdé z d; je Cislice od 0 do 9 a posloupnost ¢islic nekoncéi
nekoneéné mnoha devitkami. Vyjadfeni (1) znamen4, Ze
di  d di di  ds d, 1

22,y Bk o B e A Wl A
nto Tttt R St Tt Tt r e @

pro vSechna kladné celé ¢isla k. Piiklady realnych ¢isel, ktera nejsou racionalni,
jsou

m = 3,14159265358979 ..., podil obvodu kruhu a jeho priméru;
¢ =1,61803398874989 ..., takzvany zlaty vez (1 ++/5)/2 (viz cast 1.2.8).

V piiloze A je uvedena tabulka dulezitych konstant s pfesnosti ¢tyfFiceti dese-
tinnych mist. O obecné znamych vlastnostech s¢itani, od¢itani, nasobeni, déleni
a porovnavani realnych ¢isel nemusime podrobnéji hovorit.

Obtizné problémy z celych cisel se ¢asto daji vytesit pfechodem do mnoziny
realnych ¢isel a obtizné problémy z realnych cisel se casto daji vyfesit v jesté
obecnéjsi tridé, které se fikd komplexni ¢isla. Komplexni c¢islo je veli¢ina z ve
tvaru z = x + iy, kde = a y jsou realna Cisla a i je specidlni jednotka, ktera
spliiuje rovnost i2 = —1. Cisla = a y oznacujeme za redlnou cédst a imagindrni
cdst Cisla z; jeho absolutni hodnotu definujeme jako

2] = V22 + ¢2. (3)

Cislo komplexné sdrufené k z je Z = x — iy, pricemy 2z = 2% + y? = |2|2. Teorie
komplexnich ¢isel je v fadé ohledu jednodussi a krasnéjsi nez teorie realnych
Cisel, ale obvykle je povazovana za latku pro pokrocilé. V této knize se proto
soustfedime na realna ¢isla a vyjimkou budou jen situace, kdy by realna cisla
byla zbytecné komplikovana.

Jsou-li u a v redlnd &isla, pficemz u < v, pak je uzavieny interval [u..v]
mnozina takovych redlnych ¢isel z, pro néz u < x < v. Otevieny interval (u..v)
je podobné mnozina realnych ¢isel z, pro néz u < x < v. Analogicky mtizeme
definovat i polooteviené intervaly [u..v) a (u..v]. Na oteviené strané intervalu
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muze byt také u rovno —oo nebo v rovno oo, takze interval nema dolni, resp. horni
hranici; zépis (—o0..00) vyjadfuje tudiz mnozinu vSech redlnych ¢éisel a interval
[0..00) pfedstavuje vSechna nezdporné realnd ¢isla.

V této ¢asti textu budeme pismenem b oznacovat kladné redlné ¢islo. Pokud
je n celé ¢islo, definujeme mocninu b™ podle znamych pravidel:

=1, ' =0""1b pokud n >0, b* =b"TYb pokud n < 0. (4)
Indukci snadno dokazeme platnost pravidel umocriovdni:
bR = bThY,  (BT)Y = b7V, (5)

pro kazda cela ¢isla x a y.

Pokud je u kladné realné cislo a m je kladné celé ¢islo, pak vzdy existuje
praveé jedno kladné realné ¢islo v takové, ze v = u; nazyvame je m-td odmocnina
¢isla v a oznacujeme v = V/u.

Nyni nésledujicim zpusobem definujeme vyraz b” pro racionalni ¢islo r =
=p/e

b/ = /bp. (6)
Tato definice, kterou vyslovil Mikulds z Oresme (okolo 1360), je spravna, pro-
toze /24 = pP/4 g protoze pravidla umoctiovani plati i pro libovolné zvolend
racionalni ¢isla z a y (viz cviceni 9).

Nakonec definujeme b® pro vsSechna realna cisla x. Nejprve uvazujme, ze
b > 1; pokud je x déno vztahem (1), chceme, aby platilo

k k k
prtda /104 di /105 g o pnctds /104 +di /10%+1/10% (7)

Tim jednoznac¢né definujeme b* jako kladné redlné cislo, protoze rozdil mezi
pravou a levou stranou nerovnosti ve vztahu (7) je bn+di/10+-+di/10% (51/10% _ 1)
a podle nize uvedeného cvic¢eni 13 je tento rozdil mensi nez b"+1(b—1)/10%, a pti
dostatecné velkém k vypocteme b” s libovolnou pozadovanou piresnosti.

Takto mizeme napiiklad zjistit, ze

100:30102999 — 1 /9999999739 ..., 102:30193000 — 9/0000000199...;  (8)

a tudiz pokud je b = 10 a = 0,30102999. .., zndme hodnotu ¢isla 10" s lepsi
presnosti nez jedna ku 10 miliénim (i kdyz zatim nevime, jestli je desetinny
rozvoj ¢isla 10% roven 1,999... nebo 2,000...).

Je-li b < 1, definujeme b* = (1/b)~%; pro b =1 je b* = 1. Na zakladé téchto
definici jiz miZeme dokézat, Ze pravidla umociiovani (5) plati i pro libovolna
redlnd C¢isla z a y. Tyto principy definovani b® formuloval poprvé John Wallis
(1655) a Isaac Newton (1669).

Nyni prejdeme k jedné dtlezité otazce. Pfedpokladejme, Ze je dano kladné
realné ¢islo y; umime nalézt takové realné x, pro néz je y = b*? Odpovéd zni
»ano“ (za predpokladu Ze b # 1); je-li ddno b* = y, staéi pouzit vztah (7)
obrdcené a jiz zjistime n a dy, ds, ... Vysledné Cislo x se nazyva logaritmus c¢isla
y pTi zdkladu b, pficemz zapisujeme x = log, y. Podle této definice mame

x = b8 " =log, (b"). (9)
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Jako pfiklad muZzeme z rovnic (8) odvodit, Ze

logy0 2 = 0,30102999 . .. (10)
7 pravidel umocnovani vyplyva, ze
log, (zy) = log, = + log,y, pokud z >0, y>0 (11)
a dale
log,(¢Y) =y log,c, pokud ¢ > 0. (12)

Vztah (10) ilustruje takzvané dekadické logaritmy, které dostdvame pii zé-
kladu rovném 10. Mozn4 si feknete, ze v pocitac¢ich budou uziteéné spise dvojkove
logaritmy (o zdkladu 2), protoZe vétSina pocitac¢l pracuje s dvojkovou neboli
binarni aritmetikou. Dvojkové logaritmy jsou skutecné velmi uzitecné, ale pre-
devsim z jiného duvodu: pocitacové algoritmy provadéji ¢asto rozhodovani mezi
dvéma vétvemi vypoctu. S dvojkovymi logaritmy se setkdvame tak Casto, Ze pro
né zavedeme zkracenou notaci a budeme psat

lgz =log, , (13)

ve tvaru, ktery zavedl Edward M. Reingold.
Prichézi tedy otazka, jestli je néjaky vztah také mezi lgx a log,, x; nastésti
takovy vztah existuje,

logio o = 1og;(2'5”) = (Ig2)(logyo 2),
podle (9) a (12). Je tedy lgx = logyo x/logyy 2, a obecné plati
log, =

1 — .
0BT = 100 (14)

Vztahy (11), (12) a (14) tvofi zdkladni pravidla pro manipulaci s logaritmy.

Ukazuje se ovSem, ze se ve vétSiné pripadti nepocita nejlépe ani se zékla-
dem 10, ani se zdkladem 2. Jednodussi vlastnosti maji logaritmy pii zdkladu
jistého realného cisla oznacovaného jako e = 2, 718281828459045 ... Logaritmy
pri zékladu e se nazyvaji prirozené logaritmy a zapisujeme je jako

lnz =log, x. (15)

Tato dosti zvlastni definice (fakticky jsme ani nedefinovali e¢) nebude ziejmé
Ctenari pripadat jako prilis ,pfirozeny* logaritmus; presto je ale funkce Inzx
skute¢né mnohem pfirozen€jsi, a budeme s ni proto pracovat. Pfirozené logaritmy
(s mirnymi pravami a bez spojeni s mocninami)
objevil John Napier pred rokem 1590, davno pred
objevenim jinych druhi logaritmt. Nasledujici dva

priklady, které ¢tenafr najde v kazdé ucebnici dife- (L. 1)

rencidlniho poc¢tu, ndm ponékud osvétli, pro¢ si (z,1/x)
Napierovy logaritmy skutecné zasluhuji oznaceni

»DFirozené“: (a) Na obrazku 6 tvoii stinovana plo- (1,0) (z,0)

chaln . (b) Jestlize banka vyplaci z vkladu slozené

X 0 . ] e ~~ Obr. 6. Prirozeny logaritmus
aroky s mirou 7, pfiCemz je pripisuje pololetné, je



24 ZAKLADNI PRINCIPY 1.2.2

ro¢ni vimosnost kazdého dolaru vkladu rovna (1+47/2)? dolartim; pii ¢tvrtletnim
piipisovani dostavame (1 +7/4)* dolarti a p¥i dennim piipisovani (1 + r/365)365
dolart. Pokud by bylo mozné pfipisovat troky spojité, dostali bychom za kazdy
dolar vkladu pfesné e” (pomineme-li zaokrouhlovaci chyby). Dnes, ve véku po-
¢itact, jiz mnozi bankéfi skute¢né dosahli omezujici hranice.

Zajimavou historii principt logaritmt a umocnovani napsal v sérii ¢lanki
F. Cajori, AMM 20 (1913), 5-14, 35-47, 75-84, 107-117, 148-151, 173-182,
205-210.

Na zavér této Casti textu si ukazeme, jak logaritmy pocitat. Jedna metoda
pfimo vyplyva ze vztahu (7): Vyjdeme-li z rovnosti b* = y a umocnime obé jeji
strany na 10*, zjistime, Ze je

pm < ylok < bm+17 (16)

pro néjaké celé ¢islo m. Pro zjisténi logaritmu y nam nyni staci umocnit y na
toto velké ¢islo a zjistit, mezi kterymi mocninami (m, m+1) ¢isla b lezi vysledek;
vyraz m/10% pak tvoii odpovéd s presnosti na k desetinnych mist.

Mirnymi tpravami této zjevné nepraktické metody dostaneme jednodussi
a rozumné&jsi postup. Ukazeme si, jak vypocitat log;, z a jak odpovéd vyjadrit
ve dvojkové soustaveé, tedy

logipz=n+b1/2+ba/4+b3/8+--- (17)

Nejprve posuneme desetinnou ¢arku v ¢isle x doleva nebo doprava tak, abychom

méli 1 < /10" < 10; tim zjistime celou ¢ast vysledku, n. Pro zjisténi by,
by, ...polozime nyni zy = £/10™ a pro k > 1,

by =0, xp=a% |, pokud zi_; < 10;

by =1, xp = x%_l/lo, pokud mi_l > 10.

(18)

Spravnost této procedury vyplyva ze vztahu
1 S T = ka/102k(n+b1/2+‘“+bk/Zk) < 107 (19)

ktery plati pro k =0,1,2,..., jak snadno dokézeme indukci.

V praxi se ovSem musime spokojit jen s konecnou presnosti, a nemuzeme
tedy stanovit pfesné zy = z7_,. Namisto toho polozime zy = x7_, zaokrouhlené
nebo ofiznuté na jisty pocet desetinnych mist. Takto naptiklad vypocteme log; 2
na Ctyfi vyznamné cislice:

x9 = 2,000;

r1 = 47000, bl = 0; T — 1,845, bG = 1;
Ty = 1,600, b2 = 1; Ty = 3,404, b7 = 0;
z3 = 2,560, by = O0; zs = 1,159, by = 1;
T4 = 6,554, by = 0 z9 = 1,343, by = 0;
5 = 4, 295, b5 = ].; 10 = ]., 804, blO = 0; atd.

Diky vypocetnim chybam se ve viypocétu kumuluje odchylka; skutec¢né zaokrouh-
lena hodnota x1¢ je 1,798. Tak nakonec vypocteme b1g nespravné a misto spravné
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hodnoty z (10) dostaneme dvojkové ¢islo (0,0100110100010000011 ... )2, které
odpovidé desitkovému vyjadieni 0,301031...

U jakékoli potrebné metody je nutné zjistit, k jak velké vypocetni chybé
vedou dané omezeni. Ve cviceni 27 zjistime horni hranici chyby; pii vypoc¢tu na
CtyTi platné ¢islice je tak chyba v hodnot€ logaritmu zarucené mensi nez 0,00044.
My jsme ovSem ziskali presnéjsi odpovéd, a to zejména proto, Ze ¢isla xg, 1, 2
a xs byla stanovena presné.

Tato metoda je jednoduchéd a docela zajimava, nepfedstavuje ale nejlepsi
zpusob vypoctu logaritma na pocitaci. Jinou metodu si ukdzeme ve cviceni 25.

CVICENI
1. [00] Jaké je nejmens{ kladné racionélni ¢islo?
2. [00] Je 14 0,239999999... platny desetinny rozvoj?
3. [02] Kolik je (—3)7%?
> 4. [05] Kolik je (0,125)~2/3?

5. [05] Definovali jsme redlnd ¢isla pomoci desetinného rozvoje. Uvedte, jak by bylo

mozné je definovat pomoci dvojkového rozvoje, a napiste definici, kterou byste nahradili
vztah (2).

6. [10] Necht x = m + 0,did2... ay = n+ 0,e1e2... jsou redlnd &isla. Uvedte
pravidlo, podle néhoz z desetinného rozvoje zjistite, jestli je z =y, x < y nebo = > y.

7. [M23] Jsou-li ddna dvé celd ¢isla z a y, dokazte pravidla umociiovini; vyjdéte
z definice ve vztahu (4).

8. [25] Necht m je kladné celé ¢islo. Dokazte, ze kazdé kladné redlné ¢islo u m4 pravé
jednu m-tou odmocninu, a uvedte metodu pro postupny vypocet hodnot n, di, dz, ...,
v desitkovém rozvoji odmocniny.

9. [M23] Jsou-li ddna dvé raciondln{ éisla x a y, dokazte pravidla umocnovéni z pred-
pokladu, ze tato pravidla plati pro cela cisla = a y.

10. [18] Dokazte, ze log,, 2 neni raciondlni ¢islo.

» 11. [10] Pokud je b = 10 a x = log, 2, na kolik desetinnych mist pfesnosti musime
znét hodnotu x, abychom mohli ur¢it prvni t¥i desetinnd mista desitkového rozvoje b7
[Pozndmka: Muzete vyuzit vysledku cviceni 10.]

12. [02] Vysvétlete, pro¢ vztah (10) vyplyvé ze vztahu (8).

» 13. [M23] (a) Je-li dano kladné redlné ¢islo z a kladné celé éislo n, dokazte nerovnost
V142 —1<z/n. (b) Na zikladé tohoto tvrzeni vysvétlete pozndmky za vztahem (7).

14. [15] Dokazte vztah (12).
15. [10] Dokazte nebo vyvratte:

log, z/y = log,  —log,y, jei z,y>0.

16. [00] Jak muzeme vyjadiit log,, z s vyuzitim Inz a In 107
» 17. [05] Kolik je 1g327 log, 77 Ine? log, 17 log,(—1)?
18. [10] Dokaite, nebo vyvratte: loggz = 1 Igz.

» 19. [20] Pokud je n celé &islo s desitkovou reprezentaci o 14 &islicich, vejde se jeho
hodnota do pocitacového slova s kapacitou 47 bitd a jednim bitem znaménka?
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20. [10] Je néjaky jednoduchy vztah mezi ¢isly log,, 2 a log, 107
21. [15] (Logaritmy logaritmi.) Vyjadfete log, log, * pomoci Inlnz, Inlnb a Inb.
22. [20] (R. W. Hamming.) Dokazte, zZe

lgx ~Inz + log,, z,

s mensi chybou nez 1 %! (Pomoci tabulky pfirozenych logaritmii a dekadickych loga-
ritmi muzeme tudiz zjistit i pfiblizné hodnoty dvojkovych logaritmi.)

23. [M25] Uvedte geometricky dikaz rovnosti In zy = In z + In y; vyjdéte z obrazku 6.

24. [15] Vysvétlete, jak metodu vypodétu logaritmu pii zdkladu 10 na konci této éasti
textu upravite, aby vypocitala logaritmus o zakladu 2.
25. [22] Uvazujme bindrni (dvojkovy) pocitac¢ a éislo z, kde 1 < z < 2. Ukazte, ze
pomoci nésledujiciho algoritmu, ktery pracuje jen s operacemi posuvu, s¢itani a od¢i-
tani, imérné poctu mist pozadované presnosti, mizeme vypocitat pribliznou hodnotu
y = log, x:

L1. [Inicializace.] Prifadte y < 0, z «— & posun vpravo o 1, k < 1.

L2. [Test ukonceni.] Je-li z = 1, skoncete.

L3. [Porovnani.] Je-li z — z < 1, pfifadte z < z posun vpravo o 1, k — k + 1,

a opakujte tento krok.
L4. [Zmensen{ hodnot.] Pfitadte < = — 2z, z < x posun vpravo o k, y «— y +
+log, (2%/(2% — 1)) a jdéte na L2. 1

[Pozndmky: Tato metoda je velmi podobné postupu, kterym se provadi délen{ v hard-
waru pocitacti. Autorem podstaty této myslenky je Henry Briggs, ktery takto pocital
tabulky logaritmu (v desitkové, nikoli dvojkové podobé) a vydal je roku 1624. Potiebu-
jeme u ni pomocnou tabulku konstant log, 2, log,(4/3), log, (8/7) atd., a to na tolik mist,
jaka je presnost pocitace. Soucasti algoritmu jsou tmyslné vypocetni chyby, protoze
Cisla se posouvaji doprava, takze = se nakonec snizi na jednicku a algoritmus skondi.
Ukolem tohoto cvident je vysvétlit, pro¢ skonc¢i a pro¢ vypocte pfibliznou hodnotu
log, . ]

26. [M27] Najdéte ostrou horni hranici chyby algoritmu z predchazejictho cvideni,
odvozenou od presnosti pouzité v aritmetickych operacich.

27. [M25] Uvazujte v textu probiranou metodu vypoctu log,, z. Necht x} oznacuje
vypoétenou aproximaci zy, stanovenou takto: (1 — §) < 10"z( < x(1 + €); pfi urceni
x}, podle vztahti (18) se veli¢ina y; pouZije namisto (z},_;)?, kde (z},_1)*(1—6) < yr <
< (zh_1)*(14+¢€) al <y, < 100. Zde jsou § a e malé konstanty, do nich# se promitaji
horn{ a spodn{ hranice chyb vzniklych pii zaokrouhlovani nebo offznuti. JestliZe log’ =
oznacuje vysledek vypoctu, ukazte, zZe po k krocich dostaneme

log,o @ 4 2log, (1 — 8) — 1/2% < log’ 2 < log,y @ + 2log, (1 + ).

28. [M30] (R. Feynman.) Vytvofte metodu vypoctu b” pro 0 < z < 1, pfiemz
pouzijete jen operace posunu, s¢itdni a od¢itdni (podobné jako v algoritmu ze cviceni
25) a analyzujte jeho pfesnost.

29. [VM20] Necht z je realné ¢islo vétsi nez 1. (a) Pro jaké redlné cislo b > 1 je
blog, x minimalni? (b) Pro jaké celé ¢islo b > 1 je minimalni? (c) Pro jaké celé b > 1
je (b+ 1)log, x minimalni?

30. [12] Zjednoduste vyraz (Inn)®™/ "7 44 piedpokladu ze n > 1.
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1.2.3. Soucty a souciny

Necht a1, as, ... je libovolna posloupnost ¢isel. Casto nas budou zajimat riizné
soucty neboli sumy, naptiklad a; + as + - - - + a,; tento vyraz zapiSeme tspornéji
pomoci nasledujicich dvou ekvivalentnich notaci:

n

Z a; nebo Z aj. (1)
Jj=1 1<j<n

Pokud je n rovno nule, je i hodnota souc¢tu definovina jako nulova. Obecné pokud

je R(j) libovolna relace s proménnou j, vyjadiuje symbol

>4 (2)

R(j)
soucet vSech takovych a;, pro néz celé ¢islo j spliiuje podminku R(j). Jestlize
takové celé ¢islo neexistuje, vyjadfuje zapis (2) nulu. Pismeno j ve vztahu (1)
a (2) oznacujeme jako pomocny index neboli indexovou proménnou, kterd je
zavedena jen pro ucely této notace. Jako indexové proménné pouzivame zpravidla
pismena i, j, k, m, n, r, s, t (nékdy také s dolnim indexem, ¢arkou nebo jinym
znaménkem). Velké sumacni symboly jako ve vztahu (1) a (2) mtZeme také
zapsat uspornéji jako Z?=1 a; nebo > R() %+ Sumaci s definovanymi hranicemi,
vyjaddfenou symbolem > a indexovymi proménnymi, zavedl J. Fourier v roce
1820.

Presnéji feceno notace ), <j<n @ neni jednoznac¢na, protoze z ni neni jasné,
jestli sumace probiha podle proménné j nebo n. Tento konkrétni pfipad by bylo
samoziejmé hloupé interpretovat jako soucet vSech hodnot n > j; snadno ale
miizeme zkonstruovat smysluplné pfiklady, v nichZ indexova proménné neni jasné
urcena, napiiklad i<k (;f_kk) V takovém pfipadé musime z kontextu upresnit,
kterda z proménnych je pomocné a kterd je vyznamna i mimo sumacni vzorec.
Sumu jako Y i<k (gjtkk) bychom méli zapisovat jen tehdy, pokud mé proménna
j, nebo k (nikoli oboji) i n&jaky vn&jsi vyznam.

Vétsinou budeme notaci (2) pouzivat jen u koneéné sumy — tedy v pii-
padé, ze relaci R(j) a podminku a; # 0 spliiuje jen koneény pocet hodnot j.
Potiebujeme-li zapsat nekoneénou sumu, naptiklad

o0
Zaj = Zaj = ay+azx+ag+---
j=1

j>1
s nekone¢né mnoha nenulovymi ¢leny, musime jiz pouzit techniky diferencidlniho
poctu; pfesny vyznam vztahu (2) je pak

> ai= (nlgrgo > aj) + (nlggo > aj), (3)
R(j5) R(j) R(j)
0<j<n —n<j<0
tedy za predpokladu, Zze obé limity existuji. Pokud nékterd z limit neexistuje,
neexistuje ani nekoneény soucet a suma je divergentni; jinak hovoiime o konver-
gentni sumé.
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Jsou-li pod suma¢nim znakem Y uvedeny dvé nebo vice podminek, jako
napiiklad v (3), musi byt splnény vsechny zdrover.

Nad sumami uvedeme nyni ¢tyfi jednoduché a velmi dilezité algebraické
operace, které usnadnuji feSeni mnoha problémii. Podivejme se tedy na né.

a) Distributivni zdkon, soudin sum:

(Ze)(Zn) -2 (Zem)

Tuto rovnost si vysvétlime na specialnim pripadu

(EI ><§:b> (a1 + az)(by + by + b3)

=1

—
N
~—

= (a1b1 + a1bgy + albg) + (agbl + agbs + agbg)

Zavorky na pravé strané vztahu (4) se obvykle vynechavaji a dvojitou sumu
ZR(i)(ZS(j) aij) zapisujeme jednoduse jako DoR() 2283 Yig-
b) Zdména proménné:

dai=y ai= ) ay). (5)
R(i) R(j)

R(p(5))

Tato rovnost vyjadiuje dva typy transformaci. V prvnim pfipadé jednoduse
zménime nazev indexové proménné z ¢ na j. Druhy pfipad je zajimavéjsi: zde je
p(j) funkci proménné j, kterd vyjadiuje permutaci ptislusnych hodnot; piesnéji
fe¢eno pro kazdé celé i spliujici relaci R(i) musi existovat pravé jedno celé
¢islo 7, které spliuje relaci p(j) = i. Tato podminka je vZdy splnéna mimo jiné
v dulezitych pfipadech p(j) = ¢+ j a p(j) = ¢ — j, kde ¢ je celé ¢islo nezavislé
na j; tyto konstrukce se ¢asto pouzivaji v riznych aplikacich. Napfiklad

Z aj; = Z aj—1 = Z aj—1- (6)
1<j<n 1<j—1<n 2<j<n+1
Uvedeny pfiklad by si ¢tenar mél dikladné prostudovat.

Néhradu j za p(j) nemiizeme ale provést pro vSechny nekoneéné sumy.
Plati-li p(j) = ¢ £ j jako vySe, je tato operace vzdy platnd, ale v jinych pfipa-
dech musime postupovat opatrné. [Viz napiiklad T. M. Apostol, Mathematical
Analysis (Reading, Mass.: Addison-Wesley, 1957), kapitola 12. Postacujici pod-
minkou obecné platnosti vztahu (5) pro libovolnou permutaci celych éisel p(j)
je, ze existuje suma 3 p la].]

¢) Zdména potadi sumace:

> :E:‘MJ > EE:‘“J (7)

R(7) S()
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Uvazujme nyni velmi jednoduchy specialni ptipad této rovnosti:

2
Z Z Qij = Z (ai1 + ai2),
R(i)

R(i) j=1
2
Z Z ajj = ZailJFZaz’Q-
j=1 R() R(3) R(4)

Podle (7) jsou tyto dvé sumy rovné; nefikdme tim nic jiného, nez
S Sh Yo ®
R(3)

kde polozime b; = a;1 a ¢; = a;a.

Operace zamény poradi sumace je velice uzitecna, protoze Casto dokazeme
najit jednoduché vyjadfeni sumy 3 R() a;j, ale uz ne ) s(j) ®is- Poradi sumace
potfebujeme Casto zaménit také v jiné obecnejéi situaci, kdy relace S(j) zavisi na
i ina j.V takovém piipadé mizeme relaci zapsat jako ,,S (,74)%. Zaménu sumaci

miizeme vzdy provést, pfinejmensim teoreticky, nasledujicim zpisobem:

D> = Z > aij (9)

R(i) S(i,9) S'(4) R'(4,5)
kde S’(j) je relace existuje celé &islo @ takové, Ze plati R(i) a zaroven S(i,j)*;
déle R'(i,7) je relace ,plati R(i) a zérovenn S(i,j)“. Mame-li napiiklad sumu
D1 iy ij, pak S'(j) je relace existuje celé &islo i takové, ze plati 1 <4 <
<nal<j<itedyl<j<mn,aR(ij)jerelace ;1 <i<mal<j<i

Gli j < i < n. Tudiz

n % n n

YIDILTED 3p 3 (o

i=1 j=1 j=1 i=j
[Pozndmka: Stejné jako v piipadé (b) ani operace zdmény potfadi sumace nent
pro nekonecné rady vZdy platnd. Pokud je tato fada absolutné konvergentni —
tedy pokud existuje > p ;) > lai;| — miZeme dokazat, Ze plati i vztahy (7)
a (9). Také pokud libovolny jeden z vyrazti R(i) nebo S(j) urc¢uje ve vztahu (7)
konecénou sumu a pokud je kazda nekonecna suma konvergentni, ziména poradi
opét plati. Pro konvergentni nekoneéné sumy plati vzdy zejména (8).]

d) Upravy definicniho oboru. Jsou-li R(j) a S(j) dvé libovolné relace, mame
ZaJ—FZa]— Z a; + Z a;. (11)
S(4) R(j) nebo S(5) R(j)a5(7)
Napriklad
Z a; + Z aj:(Z aj>—l—am7 (12)
1<j<m m<j<n 1<j<n

za predpokladu, ze 1 < m < n. V tomto pfipadé je podminka ,R(j) a S(j)“
jednoduse ,j = m“, takze jsme druhou sumu zredukovali na pouhé ,a.,,“. Ve
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vétsiné aplikaci vztahu (11) jsou piitom relace R(j) a S(j) soucasné splnény jen
pro jednu nebo dvé hodnoty 7, jinak neni mozné, aby relace R(j) a S(j) platily
zaroven pro stejné j. Ve druhém z uvedenych pripadt tak druhd suma na pravé
strané vztahu (11) zmizi.

Nyni jsme si tedy ukazali ¢tyfi zakladni pravidla pro manipulaci se sumami
a mizeme se podivat na dalsi ukazky aplikace téchto technik.

Priklad 1.

Z a; = Z a; + Z a; podle pravidla (d),

0<j<n 0<j<n 0<j<n
jsudé 7 liché
= g as;j + E agj+1 podle pravidla (b),
0<2j<n 0<2j+1<n
27 sudé 2j+1liché
= E az; + E a2541-
0<j<n/2 0<j<n/2

Posledni krok znamena pouhé zjednoduseni relaci pod sumac¢nimi znaky.

Priklad 2. Necht

S = i Z a;a; = i iaiaj podle pravidla (c¢) [viz (10)],
i=0

=0 J=0 i=j

n n

= Z Z a;a; podle pravidla (b),

i=0 j=i
takze jsme zaménili ndzvy i a j s tim, Ze aja; = a;a;. Oznacime-li nyni druhou
sumu jako Sz, mame

251 =51 + Sp= Z <Z a;a; + Zaiaj) podle (8),
i=0 \j=0 j=i
_ - - podle pravidla (d)
= ((Z ai“i) T ai“i) [viz (12)],
=0 \ \j=0
= Z Zaiaj + Zaia,- podle (8),
i=0 j=0 i=0
= (Z ai> <Z aj> + <Z af) podle pravidla (a),
=0 §=0 =0
n 2 n
= <Z ai) + (Z a?) podle pravidla (b).
i=0 i=0
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Odvodili jsme tudiz dulezitou identitu
n i 1 n 2 n
_ , 2
>3- (L) + (34)). o3
=0 7=0 =0 =0

Priklad 3 (Soucet geometrické posloupnosti). Pfedpokladejme, Ze x # 1, n > 0.
Potom je

at+ar+---+az" = Z az’ podle definice (2),
0<j<n
=a+ Z ax’ podle pravidla (d),
1<j<n

=a+z Z ar? 1 podle specidlniho piipadu (a),
1<j<n

=a+x Z az? podle pravidla (b) [viz (6)],
0<j<n—1

=a+z Z az? —ax™™  podle pravidla (d).
0<j<n

Porovname-li prvni relaci s posledni, dostavame
(1-2) ) ar’ =a—az"
0<j<n
a nakonec tudiz obdrzime zakladni vzorec
) 1— anrl
R = (1)
0<j<n

Priklad 4 (Soucet aritmetické posloupnosti). Pfedpokladejme, ze n > 0. Pak

a+ (a+b)+ -+ (a+ nb)

= Z (a+ bj) podle definice (2),
0<j<n

= Z (a+b(n—j)) podle pravidla (b),
0<n—ji<n

= Z (a + bn — b)) zjednodusenim,
0<j<n

= Z (2a 4 bn) — Z (a+bj) podle (8),
0<j<n 0<j<n

=(n+1)Q2a+bn)— > (a+bj),

0<j<n
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protoZe v prvni sumé se jednoduse séitd (n+1) ¢lenti nezavislych na j. Polozime-li
nyni rovnitko mezi prvni a posledni vyraz a rovnost vydélime 2, dostaneme

Z (a+bj)=a(n+1)+ 3bn(n+1). (15)

0<j<n

To je n+1 krat %(a—l— (a+bn)), coz muzeme piecist jako pocet ¢lent krat priameér
prvniho a posledniho ¢lenu.

Vsimnéte si, ze vSechny dilezité vztahy (13), (14) a (15) jsme odvodili ¢isté
pomoci jednoduchych tprav sum. Ve vétsiné ucebnic jsou nicméné tyto vztahy
pouze vysloveny a poté se dokazuji indukci. Indukce je samoziejmé zcela spravny
postup, ale viibec z ni nepochopime, jak nékdo mohl takovéto vztahy vymyslet,
snad jen né&jakou Stastnou nédhodou. P¥i analyze algoritmi se potkévdme se
stovkami sum, které nezapadaji do zddného znadmého vzoru; pouhymi tpravami
¢i manipulacemi se ¢asto dostaneme k odpovédi i bez zazracného uhodnuti.

Celou fadu uprav sum a dalsich vzorcu si vyrazné zjednodusime, pokud
zavedeme nasledujici zdvorkovou notaci:

, |1, pokud je vyrok pravdivy;
[vyrok] = { 0, pokud je vyrok nepravdivy. (26)

Potom muzeme psat napriklad

> a; =Y a;[RG)], (17)
R(j) J
kde suma na pravé strané prochazi pres vsechna cela ¢isla j, protoze pfi nesplnéni
podminky R(j) je piislusny ¢len nekoneéné sumy nulovy. (Zde ale predpokla-
déame, Ze a; je definovano pro vsechna j.)
S pomoci zavorkové notace muzeme také zajimavym zptusobem odvodit
pravidlo (b) z pravidel (a) a (c):

Yo ai =Y ag) [REG))]
R(p(j)) J

=33 ai[R®)] [i=p()]
::E:aiﬁﬂﬂ}§:U==pUﬂ- (18)

J

Zbyvajici suma podle j je rovna 1, pokud je R(i) pravdivé a pokud pfedpoklé-
ddme, Ze p je permutace piislusnych hodnot, jak pozaduje vztah (5); zistava
nadm tudiz -, a;[R(i)], coz je 3 p(; ai- Tim jsme dokdzali (5). Pokud p neni
takovouto permutaci, zjistime z (18) skute¢nou hodnotu ZR(p(j)) Ap(5)-
Nejznaméjsim specidlnim pripadem zévorkové notace je takzvané Kronecke-

rovo delta
§ .+ |1, pokudi=yj,
% = li=Jl = {0, pokud i # j, (19)
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které zavedl Leopold Kronecker roku 1868. Obecnéjsi notace jako napfiklad (16)
predstavil K. E. Iverson v roce 1962; notace (16) se proto ¢asto nazyva Iversonova
konvence. [Viz D. E. Knuth, AMM 99 (1992), 403-422.]

Analogicky k souctim existuje podobna notace pro souciny: symbol
e (20
R(j)

vyjadfuje soudin v8ech a;, pro néz celé ¢&islo j splituje R(j). Pokud takové celé j
neexistuje, je hodnota sou¢inu definovana jako 1 (nikoli 0).

Operace (b), (c) a (d) plati pro sou¢inovou notaci [] stejné jako pro soué-
tovou Y, s nékolika jednoduchymi tpravami. Nékolik ptiklad na soucinovou
notaci najdete ve cvicenich na konci této ¢asti textu.

Na zavér této casti textu se zminime o jiné, casto velice Sikovné notaci pro
nisobné sumy: u jediného sumacéniho znaku ) je mozné pouzit jednu nebo
vice relaci nad nékolika indexovymi proménnymi, pfiCemz suma prochéazi pres
vSechny mozné kombinace proménnych, které spliiuji stanovené podminky. Na-
priklad

g E aij = g Qigs E E Qij = E Qi
0<i<n 0<j<n 0<i,j<n 0<i<n 0<;<i 0<j<i<n

Podle této notace nema zadny ze sumacnich indexi prednost pred druhym, takze
mizeme novym zpisobem odvodit vztah (10):

Yo =) a1<i<n][1<j<i]=) a [1<j<n][j<i<n] =

i=1 j=1 i ij
Sl
i=1i=j
nebot vyuzijeme, ze [1<i<n][1<j<i]|=[1<j<i<n]=[1<j<n][j<i<n].
Obecnéjsi rovnost (9) vyplyva podobnym zplisobem z identity
[R(&)][S(,5)] = [R() and S(i,5)] =[S"(/)] [R'(@.4)] (21)
Dalsi ptiklad, na némz vidime uzite¢nost sumace s nékolika indexy, je

Z Ajy . 5ns (22)

g1+ tin=n
12 2in20

kde a je proménnad s n-rozmérnym vektorem indext; je-li naptiklad n = 5,
vyjadfuje tato notace soucet

a11111 + @21110 + @22100 + @31100 + @32000 + G41000 + G50000-

(Viz poznamky k rozkladim &isel v ¢asti 1.2.1.)
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CVICENI - Prvni skupina
1. [01] Co znamena zapis >, _,,, a;, je-li n = 3,147

2. [10] Bez sumaéni notace napiste ekvivalent vyrazu

a dale ekvivalent vyrazu

> 3. [18] Vysvétlete, pro¢ jsou vysledky obou ¢asti pfedchoziho cvieni navzdory pra-
vidlu (b) razné.
4. [10] Bez sumacni notace napiSte ekvivalent obou stran rovnosti (10), a to jako
sumu sum pro n = 3.
» 5. [VM20] Dokazte, Ze pravidlo (a) plati pro libovolnou nekoneénou fadu, pokud
tato rada konverguje.
6. [VM20] Dokazte, ze pravidlo (d) plati pro libovolnou nekoneénou fadu, pokud
existuji libovolné tfi ze ¢tyt sum.
7. [VM23] Je-li fla'uno celé ¢islo ¢, dokazte, Ze 3y ;) a; = 3 p(._j) Ge—j, 1 kdyZ jsou
obé rady nekonecné.
8. [VM25] Najdéte ptiklad nekoneéné fady, v niz neplati rovnost (7).
» 9. [05] Plati odvozeni vztahu (14) i pro n = —17

10. [05] Plati odvozeni vztahu (14) i pro n = —27

11. [03] Co bude na pravé strané vztahu (14), je-li x = 17

12. [10] Kolikje 1+ 2+ 35+ g3+ +(3)"7?

13. [10] Na zdkladé rovnosti (15) a za piedpokladu m < n vypoctéte > -7 j.
14. [11] Na zakladé vysledku piedchoziho cviceni vypoctéte 3°7_ D77 jk.

> 15. [M22] Vypoctéte soucet 1 X 2+ 2 x 22 3% 2%+ ... +n x 2" pro malé hodnoty
n. Vidite, jaky vzorek se mezi témito cisly opakuje? Pokud ne, odvodte jej pomoci
podobnych dprav, jaké vedly ke vztahu (14).

16. [M22] Dokazte, ze

i 0 ne" ™ — (n4+ Dz 4z
]:0] - (IL’ _ 1)2 ’

je-li z # 1, a to bez matematické indukce.
» 17. [M00] Necht S je mnozina celych ¢isel. Co znamend >, 517

18. [M20] Ukazte, jak zaménit pofadi sumace jako ve vztahu (9), je-li R(4) relace ,n
je ndsobkem i“ a S(7, j) je relace ,,1 < j < i

19. [20] Cemu je rovno Y iemla; —aj-1)?
» 20. [25] Dr. L. J. Matrix pozoroval zajimavou fadu rovnosti:

9x14+2=11,9%x124+3=111,9 x 123 +4=1111, 9 x 1234 + 5 = 11111.

a) Napiste tento vynikajici objev pomoci sumacni notace > .
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b) V odpovédi na ¢ast (a) nepochybné pouzivate ¢islo 10 jako zdklad desitkové sou-
stavy; vzorec zobecnéte tak, aby platil pro soustavu o libovolném zakladu b.

c¢) Dokazte vzorec odvozeny v (b) pomoci vzorci odvozenych v textu nebo ve cviceni
16.

» 21. [M25] Odvodte pravidlo (d) ze vztaht (8) a (17).

» 22. [20] Uvedte pfislusné analogie k sumacnim vztahum (5), (7), (8) a (11), které
plati pro souciny.
23. [10] Vysvétlete, pro¢ je v piipadé, kdy podminku R(j) nespliiuje zadné celé ¢islo,
vhodné definovat 3 ;) a; jako nulu a J] ;) a; jako jednicku.

24. [20] Predpoklddejme, ze R(j) plati jen pro koneéné mnoho j. Dokazte indukei
podle poctu celych ¢isel, kterd spliuji R(j), ze log, HR(J.) aj; = ZR(j)(logb aj), pokud
jsou vSechna a; > 0.

» 25. [15] Uvazujte ndsledujici odvozeni; neni v ném néjaké chyba?
n n 1 a; ai n
(Te)(Eh)-X T o=y Y o-Si-n
i=1 j=1 7 1<i<n 1<j<n 7 1<i<n 1<i<n ©  i=1

26. [25] Ukaite, ze souéin [}, Hj;o aia; je mozné vyjadrit pomoci soucini []7_ as
a tprav soucinové notace [, jak je uvedeno ve cviceni 22.
27. [M20] Zobecnéte vysledek cviceni 1.2.1-9 a dokazte, Ze

[Ja-a)=1-> q
j=1 =1
za predpokladu, ze 0 < a; < 1.

28. [M22] Najdéte jednoduchy vzorec pro souéin [7_, (1 —1/57).

» 29. [M30] (a) Vyjadfete soucet > 7 23:0 S~ _, aiajai pomoci notace nésobné su-
my, kterou jsme si vysvétlili na konci této éasti textu. (b) Stejnou sumu vyjadrete
pomoci Y7 ai, Yor ,ai a Y al [viz (13)].

» 30. [M23] (J. Binet, 1812.) Bez indukce dokazte tuto identitu:

(Z aﬂj) <Z bj?/j) = (Z ajyj) (Z bjl’j) + Y (agbr—arby) (@ye — zry;).

1<j<k<n

[Dulezitym specidlnim piipadem je, jsou-li w1, ..., wn, 21, ..., 2n libovoln4 komplexni
¢isla a pritadime-li a; = wj, b; = Z;, ©; = w;, y; = 2;:

(gw) (gu) - gjlezj

Cleny |w;Zr — wiZ;|? jsou nezaporné, a proto slavna Cauchy-Schwarzova nerovnost

(Z |wj|2) (ZH) > jilezj

je dusledkem Binetova vzorce.]

2
- — 2
+ E |w;Zk — wiZ;

1<j<k<n

2

31. [M20] Pomoci Binetova vzorce vyjadrete sumu >, ;. <, (uj — ur)(v; — vi) po-
moci Z;:l Ujvs, Z}Zl uj a Zyzl Uy -
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32. [M20] Dokazte, ze
H ZCLU = Z aill...ainn.
j=1 i=1 1<i1,...,in<m

» 33. [M30] Jednoho dne vecer pfiSel Dr. Matrix na nékolik vztaht, které jsou snad
jesté zajimavéjsi nez ve cviceni 20:

1 N 1 N 1 _y
(a—bla—c) (b—a)b—c) (c—a)(c=b)

a n b n c —0
(a—bla—c)  (b—a)b—c) (c—a)(c=b)

a? n b2 n c? 1
(a—b)la—c) (b—a)b—c) (c—a)lc—b)

a3 b3 A

=a+b+ec

@-ba—0 G-ab-0  (c—alc-b

Dokazte, ze vyse uvedené vzorce jsou specidlnim pripadem obecnéjSiho zakona; necht
T1,T2,...,Ty jsou ruznd Cisla, a ukazte, ze

n 0, pro0<r<n-1;
> (/) I1 @r-an)={ 1 pror=n— 1
=1 1<k<n iy mj, pror=n.

k#j
34. [M25] Dokazte, ze
~ Hlfrgn, r#EmM (.’L’ +k— 7‘)
k=1 ng'rgn, r;ék(k - T)

za predpokladu 1 < m < n a libovolného z. Je-li naptiklad n = 4 a m = 2, pak

z(z —2)(z — 3) n (z4+1)(z—-1)(z—-2) n (z+2)z(z —1) n (z4+3)(z+ Dz _

(=1D(=2)(=3) M(=1(-2) 2)(M)(-1) 3)2)(1)
35. [VM20] Notace SUpp(;) @; oznacuje nejmensi horni zavoru prvki a;, presné stej-
nym zpusobem jako u sou¢tovych a souéinovych notaci > a []. (Je-li R(j) splnéno jen
pro kone¢né mnoho j, vyjadfuje se stejnd velicina Casto zdpisem maxg(;) a;.) Ukazte,

jak upravit pravidla (a), (b), (¢) a (d) pro praci v této notaci. Zejména rozeberte
nésledujici analogii pravidla (a):

=1

(SUp ey @i) + (Supg(j) bj) = SUP ey (supg ;) (@i + b;))

a napiSte vhodnou definici notace za podminky, kdy R(j) neni splnéno pro Zddné j.

CVICENI - Druha skupina

Determinanty a matice. Nasledujici zajimavé problémy jsou urceny pro Ctenare, ktery
ma za sebou alespon tvod do determinantt a do zdklada teorie matic. Determinant
je mozné vypocitat pomoci duvtipné kombinace nésledujicich operaci: (a) vytknutim
hodnoty z fadku nebo sloupce, (b) pfi¢tenim nasobku jednoho fadku (nebo sloupce) k ji-
nému radku (sloupci), (¢) rozvojem algebraickych dopliiku (kofaktort). Nejjednodussi
a nejéastéji pouzivand verze operace (c) vypada tak, ze odstranime cely prvni rddek
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a sloupec, a to za predpokladu, ze prvek v levém hornim rohu je 41 a zbyvajici prvky
v celém prvnim fadku nebo v celém prvnim sloupci jsou nulové; poté vyhodnotime
vysledny mensi determinant. Obecné je algebraicky doplnék prvku a;; v determinantu
faddu nxn roven (—1)"7 krat (n—1)x (n—1) determinant vypoéteny odstranénim fadku
a sloupce, v némz lezi prvek a;;. Hodnota determinantu je rovna Y a;;-alg.doplnék(a;),
pri¢emz s¢itdme pii konstantnim ¢ nebo j a druhy index nechdme probihat od 1 do n.

Je-li (bi;) inverzni of matice (ai;), pak se b;; rovna algebraickému doplitku a;;
(nikoli a;j), déleno determinantem celé matice.

Speciédlni vyznam maji nasledujici typy matic:

Vandermondova matice, Kombinatorickd matice,
aij =T aij =y + iz
r1 T2 ... Tn T+ Y Yy C.. Y
2 2 2
ri T3 ... Ip Y r+y ... Y
n n n
Ty Tg ... Iy Y Yy . Tty

Cauchyho matice,

aij = 1/(wi +yj)

(e +y1) 1/(zi+y2) ... 1/(@1+yn)
(w2 +y1) 1/(z2+y2) ... 1/(x2+yn)
V(xn+y1) 1/(xn+y2) ... 1/(zn+yn)

36. [M23] Ukaite, ze determinant kombinatorické matice je roven "~ (x 4 ny).
» 37. [M24] Ukazte, ze determinant Vandermondovy matice je roven

0+ I @-=

1<j<n 1<i<j<n

» 38. [M25] Ukazte, ze determinant Cauchyho matice je roven

[T =) [T it

1<i<j<n 1<i,j<n
39. [M23] Ukaite, ze inverzni matice ke kombinatorické matici je kombinatoricka
matice s prvky bi; = (—y + di; (x + ny))/z(z + ny).

40. [M24] Ukazte, ze inverzni matice k Vandermondové matici je ddna vztahem

bi; = > (1 ok o, | S [ (o — @)

1<k1<--<kp_j<n 1<k<n
i,k j#i k#i
Nenechte se odradit komplikovanou sumou v &tateli — je to jen koeficient u x’~1

v polynomu (z1 — z) ... (zn — z)/(x: — ).
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41. [M26] Ukazte, ze inverzni matice ke Cauchyho matici je ddna vztahem

bij = ( I @ +yk)($k+yi)>/(wj +yi)< I @ —wk)>< II (yz'—yk))-

1<k<n 1<k<n 1<k<n
pay ki

42. [M18] Cemu je roven soudet viech n® prvkii inverzni matice ke kombinatorické
matici?

43. [M24] Cemu je roven soucet vSech n? prvki inverzni matice k Vandermondové
matici? [Pomiicka: VyuZijte cviceni 33.]

44. [M26] Cemu je roven soudet viech n? prvki inverznf matice ke Cauchyho matici?

45. [M25] Hilbertova matice, nazyvand nékdy segmentem nekonecné Hilbertovy ma-
tice Fddu n X n, je takovd matice, pro kterou je a;; = 1/(i +j — 1). Ukazte, Ze se jedné
o specidlni pfipad Cauchyho matice, naleznéte k ni matici inverzni, ukazte, ze vsechny
prvky inverzni matice jsou celoéiselné a ze soucet vsech prvki inverzni matice je n?.
[Pozndmka: Pomoci Hilbertovych matic se ¢asto testuji rizné algoritmy pro manipulaci
s maticemi, protoze jsou numericky nestabilni a jsou k nim znédmy inverzni matice. Je
ale chybou porovnavat zndmou inverzni matici z tohoto cviceni s vypoctenou inverzni
matici k Hilbertové matici, protoze invertovanou matici je nutné predem vyjadrit
v zaokrouhlenych ¢islech; inverzni matice k priblizné verzi Hilbertovy matice se jiz
bude od inverzni matice k presné matici mirné lisit, a to diky zminéné nestabilité
vypoctu. Protoze prvky inverzni matice jsou celociselné a protoze inverzni matice je
stejné nestabilni jako puvodni, muzeme inverzni matici vyjadrit presné a muzeme se
pokusit urcit také inverzni matici k inverzni. Celociselné prvky v inverzni matici jsou
ale hodné velké.] K feseni{ tohoto problému jsou potfeba elementdrni znalosti faktoridla
a binomickych koeficienti, které probirdme v ¢astech 1.2.5 a 1.2.6.

46. [M30] Necht A je matice typu m X n a necht B je matice typu n x m. Pokud je
déno 1 < ji,j2,...,Jm < n, necht Aj, j,. oznacCuje matici typu m x m slozenou ze

~Jm

sloupci ji,...,Jjm matice A, a necht Bj,j,...j,, 0znacuje matici typu m x m slozenou
z radku ji,...,Jm matice B. Dokazte Cauchy-Binetovu vétu
det (AB) = > det (Ajyjz...5m ) det (Bjyja..jm )-

1<j1<j2 <~ <jm<n
(Vsimnéte si specidlnich p¥ipada: (i) m = n, (i) m = 1, (ili) B = AT, (iv) m > n,
(v) m=2.)
47. [M27] (C. Krattenthaler.) Dokazte, Ze

(x+qe)(x+q3) (z+p)(r+g3) (z+p1)(z+p2)
det | (y+a)y+q3) wW+p)y+ag) (W+p)(y+p2)
(z+q)(z+g3) (z+p1)(z+gs) (2+p1)(z+p2)

=(@—-y)(r—2)(y—2)(p1 —q)(P1 — q)p2 — g3),

a zobecnéte tuto rovnost na identitu pro determinant radu n X n v 3n — 2 proménnych
Tly eery Tny Ply -+ «s Pn—1, 2, - - -, gn. Vzorec porovnejte s vysledkem cviceni 38.
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1.2.4. Celociselné funkce a teorie Cisel

Pokud je x libovolné realné ¢islo, piseme
|z] = nejvétsi celé Eislo, které je mensi nebo rovno = (dolnd celd ¢dst &isla x);
[2] = nejmensi celé &islo, které je vétsi nebo rovno x (hornd celd édst ¢isla z).

Pied rokem 1970 se zdpisem [z] Casto vyjadiovaly obé z uvedenych funkei,
obvykle pak prvni z nich; tyto notace, které zavedl K. E. Iverson v 60. letech,

N

Casto. Funkci |z se nékdy jednoduse ¥ika celd ¢dst neboli entier, z francouzského
vyrazu pro ,cely, Gplny* (pod timto nézvem ji znd napiiklad programovaci jazyk
Algol 60).
Snadno si ovérime platnost nasledujicich vzorca a priklad:
1 -
L\/ﬁJ =1 {\/5] =2, [+5]/=0, [-5]=0, L*EJ = —1 (nikoli nula!);
|z ] tehdy a jen tehdy, je-li x celé éislo,
[x] = |z] 4+ 1 tehdy a jen tehdy, neni-li x celé ¢islo;
|—z]=—Jz]; z-1<|z]<z<[z]<z+]l
Ve cviCenich na konci této casti textu najdete dalsi dulezité vzorce spojené
s operacemi horni a dolni celé ¢asti.

Jsou-li z a y libovolna realna cisla, definujeme nasledujici binarni operace:

zmody =z —yl|x/y], jeliy+#DO0; rmod 0 = x. (1)
7 této definice jasné vidime, Ze pokud je y # 0,
OSE_HZWQ. (2)
Y Yy Y

Z toho vyplyva, ze

a) je-liy >0, pak 0 <z mody < y;

b) je-liy <0, pak 0 > x mody > y;

¢) vyraz  — (x mod y) je celo¢iselnym nésobkem y.

Vyraz « mod y nazyvame zbytek po déleni x ¢islem y; podobné |z/y]| nazyvame
(netplny) podil.
Jsou-li z a y dvé cela ¢isla, ma operace ,,mod* zndmy vyznam:

5mod 3 = 2, 18 mod 3 =0, —2mod 3 =1. (3)

Pritom z mody = 0 plati tehdy a jen tehdy, pokud je x nasobkem y, neboli
tehdy a jen tehdy, pokud je x délitelné y. Zapis y\z, ktery ¢teme ,y déli x“, pak
znamena, ze y je kladné celé ¢islo a  mod y = 0.

Operace ,mod“ je ale uziteéna také pfi libovolnych redlnych hodnotach z
a y. U trigonometrickych funkci mizZeme napiiklad psat

tanz = tan (x mod 7).
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Vyraz « mod 1 tvoii zlomkovou éast ¢isla x; podle (1) je
z = |z] + (zmod 1). (4)

Autofi texti z teorie ¢isel zapisuji ¢asto zkratku ,mod“ v jiném, i kdyz
velmi pfibuzném vyznamu. Nasledujicim zapisem tak v teorii ¢isel vyjadiime
pojem takzvané kongruence: Vyrok

x =y (modulo z) (5)

znamend, ze x mod z = y mod z, coz je totéz ,jako kdyz xz — y je celociselnym
nasobkem z. Vyraz (5) pak ¢teme: ,x je kongruentni s y modulo z“.

Nyni se podivame na nékteré zakladni vlastnosti kongruenci, které budeme
v knize pouzivat pfi vykladu souvisejicim s teorii ¢isel. Vsechny proménné v na-
sledujicich vztazich jsou celociselné. O dvou celych éislech = a y fikdme, ze
jsou nesoudélnd, jestlize nemaji spolecného délitele, a jestlize tedy jejich nejvétsi
spole¢ny délitel je roven 1; piSeme x 1 y. Pojem nesoudélnych ¢isel se pouziva
Casto a bézné se tika, Ze je zlomek zkracen na ,zdkladni tvar*, pokud jsou citatel
a jmenovatel nesoudélna ¢isla.

Véta A. Pokud jea=bax=vy,jeiatxz=b+y aax =by (modulo m).
Véta B. Pokud je ax = by a a = b a pokud dile a L m, je x =y (modulo m).

Véta C. a = b (modulo m) tehdy a jen tehdy, pokud an = bn (modulo mn),
je-li zaroveni n # 0.

Véta D. Pokud je r L s, pak a = b (modulo rs) tehdy a jen tehdy, je-lia = b
(modulo 7) a a = b (modulo s).

Véta A tedy Fika, Ze s¢itani, od¢éitani a nasobeni modulo m je mozné provadét
uplné stejné jako bézné scéitani, od¢itani a nasobeni. Véta B hovoii o operaci
déleni a ukazuje, ze pokud je délitel nesoudélny s modulem, miizeme také kratit
spoleénymi ¢initeli modulo m. Ve vétach C a D se pak zabyvame zménou modulu.
Vsechna tvrzeni si dokazeme ve cvicenich.

Disledkem vét A a B je néasledujici dulezita véta:

Véta F (Mald Fermatova véta, 1640). Pokud p je prvodislo, plati a? = a
(modulo p) pro vSechna celd a.

Diikaz. Je-li a nasobkem p, je ziejmé a? = 0 = a (modulo p). Musime tedy
rozebrat jen pfipad a mod p # 0. Protoze p je prvocislo, znamena to, ze a L p.
Uvazujme cisla
Omodp, amodp, 2amodp, ..., (p—1)amodp. (6)
Vsech téchto p cisel je ruzngch, protoze pokud by bylo ax mod p = ay mod p, pak
podle definice (5) ax = ay (modulo p), a tudiz podle Véty B x = y (modulo p).
ProtoZze ve vztahu (6) je definovano p rtznych éisel, kterd jsou vSechna
nezapornd a mensi nez p, vidime, ze prvni z ¢isel je nula a zbytek tvoii 1, 2,
.., p— 1 v néjakém poradi. Podle Véty A je proto

(@)(2a) ... (p—1)a)=1-2... (p—1) (modulo p). (7)
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Vynasobime-li nyni ob€ strany této kongruence c¢islem a, dostaneme
a?(1-2...(p—1))=a(l-2... (p—1)) (modulo p); (8)

a tim je véta dokazana, protoze vSechny délitelé 1, 2, ..., p — 1 jsou nesoudélné
s p a podle Véty B je mtizeme zkratit. |

CVICENI
1. [00] Kolik je [1.1], [~1.1], [-1.1], [0.99999], a [lg 35]?
» 2. [01] Kolik je [|z]]?

3. [M10] Necht n je celé ¢&islo a necht z je realné ¢islo. Dokazte, ze:

a) LmJ < n tehdy a jen tehdy, je-li z < n;

b) n < |z] tehdy a jen tehdy, je-li n < z;

c) fa:] < n tehdy a jen tehdy, je-li z < n;

d) n < [z] tehdy a jen tehdy, je-li n < z;

e) |z] = n tehdy a jen tehdy, je-li x — 1 < n < z, a tehdy a jen tehdy, je-lin <z <
<n+1;

f) [z] = n tehdy a jen tehdy, je-li x < n < z + 1, a tehdy a jen tehdy, je-lin —1 <
<z <n.

vvvvvv

[Tyto vztahy jsou nejdilleZitdjsi pri dokazovéani viastnosti celych &dsti |z| a [z].]
» 4. [M10] Na zdkladé predchoziho cviceni dokazte, ze |—x] = —[z].

5. [16] Je-li ddno kladné redlné ¢islo z, napiste jednoduchy vzorec, ktery vyjadii =
zaokrouhleno na nejbliz%‘z’ celé cislo. Pozadované pravidlo zaokrouhlovani by tedy mélo
dévat |z| proz mod 1 < %, respektive [2] proz mod 1 > 1. Jako odpovéd uvedte jediny
vzorec, ktery pokryje oba pripady. Rozeberte, jaké zaokrouhlenl ze vzorce vznikne,
bude-li x zadporné cislo.

> 6. [20] Které z nésledujicich tvrzeni plati pro vSechna kladn4 redlnd ¢isla x?
@) VIl =Llvzl ®) [Vl =Vl (o) [VIz]]=[Va]l

7. [M15] Ukaite, ze |z] + |y] < |z + y], pfi¢emz tato rovnost plati tehdy a jen
tehdy, je-li  mod 1 + y mod 1 < 1. Plati podobny vztah i pro horni celou ¢ast?

8. [00] Kolik je 100 mod 3, 100 mod 7, —100 mod 7, —100 mod 07

9. [05] Kolik je 5 mod —3, 18 mod —3, —2 mod —37
» 10. [10] Kolik je 1,1 mod 1; 0,11 mod 0,1; 0,11 mod —0,1?
11. [00] Co podle nasich dohod znamené ,x =y (modulo 0)“?
12. [00] Jaka cela ¢isla jsou nesoudélnd s 17

13. [M00] Podle dohody fikdme, Ze nejvétsi spoleény délitel 0 a n je |n|. Kterd celd
¢isla jsou tedy nesoudélné s nulou?

» 14. [12] Je-li x mod 3 =2 a x mod 5 = 3, kolik je  mod 157
15. [10] Dokazte, Ze z(z mody) = (zz)mod (zy). [Véta C je piimym duisledkem
tohoto distributivniho zékona.]
16. [M10] Predpokladejme, ze y > 0. Ukazte, ze pokud (x — z)/y je celé ¢islo a pokud
0<z<y,pak z=zxmody.
17. [M15] Dokazte vétu A pfimo z definice kongruence; déle dokazte polovinu véty D:
Je-li @ = b (modulo 7s), pak a = b (modulo r) a a = b (modulo s). (Zde jsou r a s
libovolné celd ¢isla.)
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18. [M15] Pomoci véty B dokazte druhou polovinu véty D: Je-li a = b (modulo )
a a = b (modulo s), pak a = b (modulo rs) za pfedpokladu, ze r L s.

» 19. [M10] (Zdkon inverzi.) Je-li n L m, pak existuje celé éislo n’ takové, ze nn' = 1
(modulo m). Dokazte pomoci rozsifené verze Euklidova algoritmu (Algoritmus 1.2.1E).
20. [M15] Pomoci zdkona inverzi a véty A dokazte vétu B.

21. [M22] (Zdkladni véta aritmetiky.) Pomoci véty B a cviceni 1.2.1-5 dokazte, ze
pro kazdé celé ¢islo n > 1 existuje jeho jednoznacnd reprezentace jako soucin prvocisel
(az na poradi ¢initeld). Jinymi slovy: dokazte, Ze existuje pravé jeden zpusob zépisu
n = pip2...pk, kde kazdé p; je prvocislo a p1 < ps <--- < pi.

» 22. [M10] Na piikladu ukazte, ze véta B nemusi vzdy platit, neni-li @ nesoudélné s m.
23. [M10] Na prikladu ukazte, Ze véta D nemusi vzdy platit, neni-li 7 nesoudélné s s.

> 24. [M20] Do jaké miry je mozné zobecnit véty A, B, C a D, aby platily nejen pro
celd ¢isla, ale i pro libovolné realné c¢isla?
25. [M02] Ukaite, ze podle véty F a?~! mod p = [a neni nisobkem p|, pokud je p
prvocislo.
26. [M15] Necht p je liché prvoéislo, necht a je libovolné celé &islo a necht b = a~1/2,
Ukazte, Ze b mod p je budto 0, nebo 1, anebo p — 1. [Ndpovéda: Uvazujte (b+1)(b—1).]
27. [M15] Je-li n kladné celé, definujeme p(n) jako pocet ¢isel z mnoziny {0,1,...,n—
— 1}, kterd jsou nesoudélna s n. Tudiz p(1) = 1, ¢(2) = 1, ¢(3) = 2, ¢(4) = 2 atd.
Ukazte, ze ¢(p) = p — 1, pokud je p prvodislo, a vypoctéte p(p°), kde e je kladné celé
Cislo.

> 28. [M25] Ukarzte, Ze stejnym postupem jako Vétu F je mozné dokézat i jeji nasledujici
roziiteni nazgvané Eulerova véta: a?(™ =1 (modulo m) pro libovolné kladné celé ¢islo
m takové, ze a L m. (Zejména ¢&islo n’ ve cviceni 19 mizeme prevést na n¥™ =1 mod
m.)
29. [M22] Funkci f(n) kladné celoéiselné proménné n nazyvame multiplikationi, po-
kud je f(rs) = f(r)f(s) pro kazdé r L s. Ukazte, ze vSechny nésledujici funkce jsou
multiplikativni: (a) f(n) = n°, kde ¢ je libovolna konstanta; (b) f(n) = [n neni délitelné
k% pro #4dné celé &islo k > 1]; (¢) f(n) = c¢*, kde k je podet riznych prvoéisel, ktera
déli n; (d) soucin libovolnych dvou multiplikativnich funkef.
30. [M30] Dokazte, ze funkce ¢(n) z cviceni 27 je multiplikativni. Na zékladé tohoto
tvrzeni vypoctéte ©(1000000) a uvedte metodu pro jednoduchy vypocet ¢(n), pii
kterém vyuzijeme rozkladu n na prvocisla.

31. [M22] Dokazte, ze pokud je f(n) multiplikativni, je multiplikativni i g(n) =
=2 f(d)

32. [M18] Dokazte rovnost dvojitych sum

DY fed)=>" > flecd)

d\n c\d c\n d\(n/c)
pro libovolnou funkei f(z,y).

33. [M18] Jsou déna dvé celd éisla m a n; vypoctéte (a) | 3(n +m)|+[2(n—m+1);
(b) E(n + m)] + [% (n—m+ 1)} . (Zv14stni pozornost si zasluhuje specidlni pripad m =
=0.)

> 34. [M21] Jakou nutnou a postacujici podminku musi spliiovat redlné éislo b > 1, aby
bylo |log, x| = |log, | x| | pro vSechna redlna x > 17
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» 35. [M20] Jsou-li ddna celd ¢isla m a n, pfi¢emz n > 0, dokazte, ze

(@ +m)/n] = |(lz] +m)/n]

pro vSechna redlnd x. (Pokud je m = 0, jednd se o dilezity specidlni pfipad.) Plati
analogicky vysledek také pro funkci horni celé ¢asti?

36. [M23] Dokaite, ze > p_,|k/2] = [n/4]; déle vypoctéte S_p_, [k/2].
» 37. [M30] Necht m a n jsou dvé celd ¢isla, n > 0. Ukazte, Ze

3 {mk—i—xJ _(m=-1)(n-1) +d_1-|-dLalc/dJ7

n 2 2
0<k<n

kde d je nejvétsi spolecny délitel m a n a kde z je libovolné realné cislo.

38. [M26] (E. Busche, 1909.) Dokazte, ze pro vSechna redlnd x a y, pficemz y > 0,
plati

> o+ 5] = lov+ Lo+ 1011~ 9.

0<k<y

Zejména pokud y je kladné celé ¢islo n, dostavame dilezity vzorec
1 n—1
lz] + [m—i—EJ +o {x—&- TJ = |nz].

39. [VM35] Funkci f, definovanou jako f(z)+f(z+2)+- -+ f(z+2L) = f(nx), pro

libovolné kladné celé ¢islo n, nazyvame replikativni funkci. V predchozim cviceni jsme

si ukdzali, ze |z] je replikativni. Nyn{ dokazte, Ze i nésledujici funkce jsou replikativni:
a) f(z)=z—3;

) f(x) = [z je celé &islo];

) f(z) = [z je kladné celé ¢islo];

) f(z) = [existuje racionélni ¢islo r a celé ¢islo m takové, ze x =rm+m];

) tfi dalsi funkce jako v (d), pfi¢emz r a/nebo m jsou omezeny jen na kladné hodnoty;

f) f(z) =log|2sinmz|, pokud je povolena hodnota f(z) = —oo;

) soucet libovolnych dvou replikativnich funkcf;

) konstantni ndsobek replikativni funkce;

) funkce g(x) = f(x — |x]), kde f(x) je replikativni.

40. [VM46] Prostudujte tiidu replikativnich funkci; vySetfete vSechny replikativni
funkce specidlniho typu. Je napfiklad funkce z ¢asti (a) cviceni 39 jedinou spojitou

vvvvvv

g
h

f4 s (o ) e (o4 20 =) 45

Zde jsou an a by, Cisla, kterd zavisi na n, ale ne na . Derivace a (za podminky b, = 0)
integraly téchto funkci jsou stejného typu. Pozadujeme-li b, = 0, dostaneme naptiklad
Bernoulliho polynomy, trigonometrické funkce cot 7z a csc’mz a také Hurwitzovu zo-
becnénou funkei zeta ((s,z) = >, -, 1/(k + x)° pro pevné s. Pro b, # 0 dostavime
dalsi zndmé funkce, naptiklad funkei .

41. [M23] Necht a1, as, as, ... je posloupnost 1, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4, ...; najdéte
vyraz pro zjisténi a, z n, pficemz vyuzijete funkce doln{ a/nebo horni celé ¢asti.
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42. [M24] (a) Dokazte, ze

n n—1
Z ar = Nan — Z k(ak+1 — ax), pokud n > 0.
k=1 k=1

(b) Predchozi vzorec je uziteény pri vypodtu jistych sum, ve kterych se pouzivd funkce
dolni celé casti. Dokazte, ze pokud je b celé ¢islo > 2,

n

> llog, k| = (n + 1)[log, n) — (1% ¥ —p) /(b — 1).
k=1

43. [M23] Vypoctéte > p_, [VE].
44. [M2j] Ukazte, Ze 300> 1<, (0 + 5b%)/bF | = n, pokud jsou b a n cela isla
takové, ze n > 0 a b > 2. Cemu je tato suma rovna pro n < 07

> 45. [M28] Vysledek cviceni 37 je ponékud piekvapujici, protoZe z néj vyplyva, ze

Z {mknerJ: Z {nkﬂij

0<k<n 0<k<m

Tato ,relace reciprocity” je jednim z mnoha podobnych vztahi (viz ¢ast 3.3.3). Ukazte,
ze pro libovolnou funkci f plati

S (™)) = T [P 0e =10 f0) +nsm -1,

0<j<n 0<r<m

Zejména pak dokazte, ze

lmj/n| +1 Jn ( J )_ (m)
> 2 1RG0 =()
0<j<n 0<j<m
[Ndpovéda: Uvaite zdménu proménné r = [mj/n. O binomickych koeficientech ()
hovofime v ¢4sti 1.2.6.]
46. [M29] (Obecny zdkon reciprocity.) Rozsifte vzorec ze cviceni 45 na vyraz pro
vypocet sumy 5o, f([mj/n]), kde a je libovolné kladné realné ¢islo.
> 47. [M81] Je-li p liché prvoéislo, definujeme Legendriv symbol (%) jako +1, 0 nebo —1
podle toho, je-li ¢»~/2 mod p rovno 1, 0 nebo p — 1. (Ve cviceni 26 jsme dokézali, ze
tyto tii hodnoty jsou jediné mozné.)

a) Jestlize ¢ neni ndsobkem p, ukazte, ze ¢isla
(=1)2%/P} (9kq mod p), 0<k<p/2,

jsou v néjakém poradi kongruentni s ¢isly 2, 4, ..., p — 1 (modulo p). Je tudiz
(3) =(-1)7, kde 0 = D o<k<p22ka/p].

b) Pomoci vysledku (a) vypoctéte (%)

c) Je-li déno liché ¢islo g, ukazte, Ze D o\, /212ka/p] = D 5<ic,/2ka/p] mod 2.
[Ndpovéda: Uvazujte hodnotu |(p — 1 — 2k)q/p].]

d) Podle obecného zakonu reciprocity ze cviceni 46 odvodte zdkon kvadratické reci-

procity, (%) (g) = (—=1)P~D@=D/4 hokud jsou p a ¢ dvé riizné lich4 prvodisla.
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48. [M26] Dokazte nebo vyvrafte nasledujici rovnosti pro celd ¢isla m a n:

(a) L%HJ = {%W, (b) VLJFQ*SL"/%JJ _ {871;;24}

49. [M30] Predpoklddejme, Ze celociselnd funkce f(z) spliuje dvé jednoduché pod-
minky: (i) f(z +1) = f(z) + 1; (i) f(z) = f(f(nz)/n) pro viechna kladna cels
n. Dokazte, ze budto pro vSechna raciondlni z plati f(z) = |z], nebo pro vSechna
raciondlni x plati f(z) = [z].

1.2.5. Permutace a faktorialy

Permutace n proki je uspofddéni n riznych prvka do fady. T prvky {a,b, c}
tak muzeme usporadat do Sesti raznych permutaci:

abec, acbh, bac, bca, cab, cha. (1)

Vlastnosti permutaci maji velky vyznam pfi analyze algoritmi a pozdéji
v této kniZce o nich odvodime Ffadu zajimavych tvrzeni.* Nasim prvnim tikolem
bude permutace spocéitat: Kolik je moznych permutaci n prvka? Prvni (nejlevéjsi)
prvek mizeme vybrat n zpusoby, a po provedeni tohoto vybéru nam na druhé
misto zbyva n —1 prvki; pro prvni dvé pozice tak méme n(n — 1) moZnosti.
Podobné zjistime, ze treti prvek, mé-li byt rtizny od prvnich dvou, mizeme
vybrat n — 2 zptisoby, takZe pro prvni t¥i prvky jiz mdme n(n—1)(n—2) moznosti.
Jestlize pocet zpusob, kterymi vybereme a usporadame k prvku z n, oznacime
jako pyx, dostavame

Pk =n(n—1)...(n —k+1). (2)

Celkovy pocet permutaci je tudiz roven p,, =n(n —1) ... (1).

Proces vytvoreni vSech permutaci n prvkt muzeme vést indukci, pficemz
vychéazime z jiz vytvorenych vsech permutaci n—1 prvki; také v nasich aplikacich
bude tento postup dilezity. Nyni pfepiSeme permutace (1) s tim, Ze namisto
pismen {a, b, ¢} pouZijeme ¢isla {1,2, 3}; dostaneme

123, 132, 213, 231, 312, 321. (3)
Dale se tedy zamyslime, jak z nich odvodit permutace prvka {1,2,3,4}. Zn—1
prvkd na n prvki se pfitom miizeme dostat dvéma zakladnim zptisoby.

Metoda 1. Pro kazdou permutaci aj as ... a,—1 prvki {1,2,...,n—1} vytvo-
fime n novych tak, Ze vlozime éislo (prvek) n na vSechny mozné pozice; dosta-
neme

nayaz ... ap-1, arna ... ap—1, ey ay;ag ... Nap—1, a1 ag ... Ap—1MN.

Z permutace 2 3 1 v (3) mame tak napiiklad 4231,2431,2341,2314.
Je zfejmé, Ze timto zpiisobem ziskame vSechny permutace n prvkid a ze zadnou
z nich neodvodime vice nez jednou.

* Permutace jsou natolik dulezité, ze Vaughan Pratt navrhl, aby se jim fikalo strucné
»perms“. Kdyby se tento jeho névrh prosadil, mohly by se u¢ebnice informatiky o néco zkratit
(a mozn4 i zlevnit).
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Metoda 2. Pro kazdou permutaci aj ag ... ap—1 prvka {1,2,...,n—1} vytvo-
fime n novych nasledujicim zpisobem: Nejprve vytvoiime pole

1 3 1
alag...an,lﬁ, alag...an,lg, ey alag...an,l(n—i).

Poté pfejmenujeme prvky kazdé permutace na ¢isla {1,2,...,n}, a to se zacho-
vdnim potadi. Z permutace 2 3 1 v (3) dostaneme napiiklad

1 3 5 7
2313, 23135, 2313, 2313
a dale po pfejmenovani
3421, 3412, 2413, 2314.

Postup miizeme popsat jesté jinak: vezmeme permutaci ajas . ..a,_1 a ¢islo
k, 1 < k < n, a dale pficteme jednicku ke kazdému a;, jehoZ hodnota je >
> k; dostaneme tudiz permutaci bybs...b,—1 prvka {1,....,k—1,k+1,...,n}
a konecné by by . ..b,_1k je permutaci prvka {1,...,n}.

Opét je ziejmé, Ze pomoci této konstrukce dostaneme kazdou permutaci n
prvki pravé jednou. Stejné bychom mohli ¢islo &£ umistit nikoli vpravo, ale vlevo
nebo na jinou pevnou pozici.

Je-li p, pocet permutaci n prvki, pak z obou uvedenych metod vidime, Ze
Pn = Npp_1; to znamend dalsi dva diikazy rovnosti p, = n(n—1) ... (1), kterou
jsme si jiz ukdzali ve vztahu (2).

Pocet permutaci p, je dulezita veliina; oznacuje ji takzvany n faktoridl
a zapisujeme

n!:1~2-...~n:ﬁk. (4)

k=1
Podle dohody o prazdném soucinu (viz ¢ast 1.2.3) musi byt

o=1 (5)
a s touto dohodou jiz zékladni rovnost
nl=m—-1In (6)

plati pro vSechna kladna celé n.
Faktorialy se pfi praci s pocitaci vyskytuji tak casto, ze je vhodné si zapa-
matovat hodnoty alespon prvnich nékolika:

0l=1 1l=1, 21=2, 31=6, 4 =24, 5!=120.

7 w7

Hodnoty faktoriala velmi rychle rostou; napfiklad 1000! je celé Cislo s vice nez
2500 desitkovymi ¢islicemi.

Je dobré si zapamatovat také hodnotu 10! = 3 628 800; staci védét, ze
10! je zhruba 3% miliénu. Toto ¢islo v jistém slova smyslu pfiblizné rozdéluje
problémy, které se daji prakticky spocitat a které se spocitat nedaji. Jestlize
algoritmus zkousi vice nez 10! pfipadd, znamena to vétsi spotfebu ¢asu, nez jaka
je prakticky rozumna. Na druhé strané pokud se rozhodneme vyzkouset téchto
10! pfipadt a kazdy z nich zabere napfiklad jednu milisekundu strojového casu,
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pobézi vypocet zhruba hodinu. Tyto tvahy jsou samoziejmé velmi vagni, ale
ziskame z nich alespon néjakou predstavu, co je a neni vypocetné proveditelné.

Je pfirozené se ptat, jaky vztah ma n! k jinym matematickym veli¢indm.
D4 se néjak urcit tfeba 1000!, aniz bychom pracné provadéli vSechna nasobeni
podle vztahu (4)? Odpovéd nalezl James Stirling a uvedl ji ve svém slavném dile
Methodus Differentialis (1730), strana 137; vzorec je

n! ~V2mn (E)n (7)

e

Znaménko ,,~“ pfitom znamena ,,je priblizné rovno* a ,e“ je zaklad pfirozenych

logaritmi, které jsme si zavedli v ¢asti 1.2.2. Stirlingovu aproximaci (7) dokdZzeme

v Casti 1.2.11.2; ve cviceni 24 nés ¢ekd jednoduchy ditkaz méné piresného vztahu.
Jako pfiklad vyuziti tohoto vzorce mizeme nyni vypocitat

8 8
40320 = 8! ~ 4/ <;) = 226,/ ¢=8 ~ 67108864-1, 77245-0, 00033546 ~ 39902.

V tomto pripadé je chyba zhruba 1 %; pozdé&ji uvidime, Ze relativni chyba se
pohybuje okolo 1/(12n).

Kromé piiblizné hodnoty uvedené ve vztahu (7) muzeme také pomérné
snadno zjistit pfesnou hodnotu n! rozloZenou na prvocisla. Prvodéislo p je ve
skutecnosti délitelem n! s ndsobnosti

n n n n
=|- +L—J+L—J+m: LfJ 8
: LpJ p? P’ kgo p* ®)
Pokud je napriklad n = 1000 a p = 3, dostavame
B FOOOJ N FOOOJ N [IOOOJ N FOOOJ N FOOOJ N [IOOOJ
=173 9 27 81 243 729

=333+ 111+ 37+ 12+ 4+ 1 = 498,

takze 1000! je délitelné 3%%%, ale ne 3*%°. I kdyz vzorec (8) je zapsén jako neko-
necna suma, je ve skutecnosti pro kazdou hodnotu n a p koneény, protoze vsechny
¢leny jsou od jisté pozice rovny nule. Ze cviceni 1.2.4-35 vyplyva, Ze |n/p*t1| =
= | [n/p*]/p|; tato rovnost ndm usnadni vypocet ve vztahu (8), protoze mizeme
délit hodnotu predchoziho ¢lenu ¢islem p a zbytek zahodit.

Rovnost (8) vyplyva z toho, ze |n/p*| je pocet celych &sel v mnozing
{1,2,...,n}, které jsou nasobkem p*. Jestlize se nyni podivime na celd é&isla
v soudinu (4), pocita se zde kazdé celé éislo, které je délitelné p7, ale uz ne
pItL, prave j-kréat: jednou v [n/p|, jednou v |n/p?], ..., jednou v |n/p’|. Tim
postihneme v8echny vyskyty prvoéisla p v rozkladu n!. [Viz A. M. Legendre,
Essai sur la Théorie des Nombres, druhé vydani (Pafiz: 1808), strana 8.]

Nyni pfichdzi dalsi pfirozend otéazka: jestlize jsme definovali n! pro vSechna
nezaporna cela n, nemé smysl funkce faktoridlu také pro racionalni n a pro realna
¢isla? Kolik je tfeba (%) 1?7 Tuto myslenku si ilustrujeme zavedenim ,termidlové
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funkce

n?=1+2+--+n=> k (9)
k=1

ktera je analogii k faktoridlu, pouze jsme nasobeni zaménili za sc¢itani. Soucet
této aritmetické fady jiz zndme; podle vztahu 1.2.3—(15) je to:

n? = in(n+1). (10)

Odtud mizeme ,termidlovou“ funkci snadno zobecnit na libovolné n, pri¢emz
” )
3

namisto vztahu (9) pouzijeme (10). Mame tak napiiklad (3)? = 2.

Sam Stirling ucinil nékolik pokust o zobecnéni n! na neceld n. Aproximaci
(7) rozsifil na nekoneény soucet, ktery ale bohuzel pro zddnou hodnotu n ne-
konvergoval; z jeho metody vznikla mimoradné dobra aproximace, ale nedala se
roz§ifit na presnou hodnotu. [Podrobny vyklad této pongkud neobvyklé situace
viz K. Knopp, Theory and Application of Infinite Series, 2. vydani (Glasgow:
Blackie, 1951), 518-520, 527, 534.]

Stirling pracoval dale a vSiml si, ze

1 1 1
| = _ = o4 _
n.—l—i—(l 1!)n—i—(l 1!+2!>n(n 1)

—|—(1—%+%—%)n(n—l)(n—2)+'~ (11)

(Tento vzorec dokazeme v dalsi ¢asti textu.) Zdanlivé nekoneény soucet ve vztahu
(11) je ve skutecnosti pro kazdé nezédporné celé n kone¢ény; nedostavame z néj ale
kyZené zobecnéni n!, protoze nekoneény soucet neexistuje, pravé kromé pripadu,
kdy n je nezdporné celé ¢islo. (Viz cviceni 16.)

Stale odhodlany Stirling nalezl nakonec takovou posloupnost ay, as, ..., pro
kterou
lnn!:a1n+a2n(n—1)+~-~:Zak+1 H (n— 7). (12)
k>0 0<j<k

Neumél jiz ale dokdzat, Ze tato suma definuje n! pro vechny racionalni hodnoty
n, i kdyz odvodil hodnotu (1)! = \/7/2.

Zhruba ve stejné dobé se stejnym problémem zabyval také Leonhard Euler,
ktery jako prvni nalezl vhodné zobecnéni:

| ) m™m!
O I s ) ey prprape (13)

Tuto myslenku sdélil Euler dne 13. fijna 1729 v dopise Christianu Goldbachovi.
Jeho vzorec definuje n! pro libovolnou hodnotu n s vyjimkou zapornych celjch
¢isel (kdy je jmenovatel nulovy); v takovém piipadé se n! klade roven nekoneénu.
Ve cvidenich 8 a 22 si vysvétlime, pro¢ je definice podle vztahu (13) rozumna.

Témér o dvé stoleti pozdéji, v roce 1900, C. Hermite dokézal, ze Stirlingtv
vzorec (12) skuteéné definuje n! pro neceld ¢éisla n a ze Eulerovo a Stirlingovo
zobecnéni jsou fakticky totozné.

Kdysi se faktoridly zapisovaly mnoha riznymi notacemi. Euler je zapisoval
[n], Gauss jako IIn a v Anglii a Italii se rozsifily symboly |[n a n|. Notaci n!,




1.2.5 PERMUTACE A FAKTORIALY 49
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Obr. 7. Funkce I'(x) = (z — 1)!. Lokalni minimum funkce v bodé X m4 soufadnice
(1,46163 21449 68362 34126 26595, 0, 88560 31944 10888 70027 88159).

ktera se dnes pro celociselna n pouziva, zavedl pomérné malo znamy matema-
tik Christian Kramp v algebraickém spisu [Elémens d’Arithmétique Universelle
(Koln: 1808), strana 219].

Jestlize ale n neni celé, je notace n! méné obvykla; spiSe pouzivame jinou
notaci, kterou zavedl A. M. Legendre:

n!=T(n+1) =nl'(n). (14)
Této funkei I'(x) se ¥iké funkce gama; podle (13) tak muZeme zapsat definici

I(z) = o lim m*m!
Sz mecz(z+)(@+2) ... (z+m)

(15)

Graf funkce I'(x) je zachycen na obrazku 7.

Vztahy (13) a (15) definuji faktoridly a funkci gama nejen pro reilné, ale
i pro komplexni hodnoty; proménnou, kterd ma realnou i imaginarni cast, ale
zpravidla namisto pismene n ¢i x oznacujeme jako z. Faktoridl a funkce gama
jsou spojeny nejen pravidlem z! = I'(z 4 1), ale také vztahem

(=2)!T(2) =

ktery plati pro kazdé necelé z. (Viz cvideni 23.)
I kdyz funkce T'(2) je pro nulu a pro zéporni celd z nekonecnd, funkce
1/T'(z) je dobife definoviana pro vSechna komplexni z. (Viz cvifeni 1.2.7-24.)

s

(16)

sinmz’
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V pokrocilych aplikacich funkce gama se ¢asto pouziva dulezity vzorec pro kiiv-
kovy integral, ktery odvodil Hermann Hankel:

1 _Lj{etdt. (17)
I'(z) 2w 7’ 7

pricemz ktivka pro komplexni integraci za¢ind v —oo, poté vede okolo pocatku
proti sméru hodinovych rucicek a nakonec se vraci k —oo. [Zeitschrift fiir Math.
und Physik 9 (1864), 1-21.]

V mnoha vzorcich diskrétni matematiky se pouzivaji podobné souciny jako
faktorialy, kterym se rika faktoridlové mocniny neboli Pochhammerovy symboly.
Veli¢iny 2% a z* (éteme ,z na klesajici k& a ,,z na rostouci k) jsou definovany
takto (kde k je kladné celé ¢islo):

k-1

xlfzx(x—l)...(x—k‘—i—l):H(m—j); (18)
j=0

. k-1

b =a@+1). (z+k-1)=[]@@+]) (19)
j=0

Cislo pni ze vztahu (2) je tedy napiiklad rovno n¥. Viimnéte si, ze mame

o = (k-1 = (“D)F(—a)k. (20)
Z obecnych vztahi
g 2! P D(x+k) (21)
ST T T )

je pak mo#né definovat faktorialové mocniny pro jiné hodnoty k. [Notace z* a 2%

zavedli postupné A. Capelli, Giornale di Mat. di Battaglini 31 (1893), 291-313,
a L. Toscano, Comment. Accademia della Scienze 3 (1939), 721-757.]

Zajimavou historii faktoriala od dob Stirlinga az do soucasnosti shrnuje P. J.
Davis v ¢lanku ,Leonhard Euler’s integral: A historical profile of the gamma
function“, AMM 66 (1959), 849-869. Viz téz J. Dutka, Archive for History of
Exact Sciences 31 (1984), 15-34.

CVICENI
1. [00] Kolika zpiisoby je mozné zamichat bali¢ek 52 karet?
2. [10] V notaci podle vztahu (2) ukazte, Ze je Pn(n—1) = Pnn, & Vysvétlete proc.

3. [10] Jaké permutace &isel {1,2,3,4,5} vytvoiime z permutace 3 1 2 4 pomoci
Metody 1, respektive Metody 27

4. [15] Jestlize zndme log,, 1000! = 2567,60464 . . ., zjistéte, kolik presné desitkovych
cislic je potfeba k zapisu 1000!. Jakd je nejvyznamnéjsi Cislice? A jakd je nejméné
viznamnd Cislice?

5. [15] Odhadnéte 8! s pomoci nasledujici pfesnéjsi varianty Stirlingovy aproximace

n\" 1
= V2 — 1 —)
" m(e) ( * 1on
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» 6. [17] Podle vztahu (8) napiste 20! jako soucin prvociniteli.

6
7. [M10] Ukazte, Ze ,zobecnéné termidlova® funkce ve vztahu (10) spliiuje rovnost
z? =z + (z — 1)? pro vSechna realn4 ¢isla x.

8. [VM15] Ukazte, ze limita ve vztahu (13) se pro neziporné celé ¢&islo n rovna nl.
9. [M10] Vypoététe hodnotu I'(3) a I'(—3), pokud je ddno (3)! = /7/2.

» 10. [VM20] Plati rovnost I'(z + 1) = zI'(z) pro vSechna redlna éisla z? (Viz cviceni
7.)

11. [M15] Necht reprezentace ¢isla n ve dvojkové soustavé je n = 21 22 4 ... 4 2°7,
kde e1 > e2 > --- > e, > 0. Ukazte, ze n! je délitelné 2"~ ", ale ne gn—r+l

» 12. [M22] (A. Legendre, 1808.) Zobecnime-li vysledek pfedchoziho cvifeni, necht p je
prvoéislo a necht reprezentace &sla n v p-4rni ¢iselné soustavé je n = arp® +ar_1p* 1+
+ -+ 4 a1p + ao. Vyjadiete ¢islo p ze vztahu (8) pomoci jednoduchého vzorce s n, p
a Cisel a.

13. [M23] (Wilsonova véta, ve skutecnosti zformuloval Leibniz, 1682.) Je-li p prvoéislo,
pak (p — 1)! mod p = p — 1. Dokazte vétu tim, ze z mnoziny {1,2,..., p — 1} spérujete
¢isla, jejichz soucin modulo p je roven 1.

> 14. [M28] (L. Stickelberger, 1890.) V notaci podle cvi¢eni 12 mizeme stanovit n! mod

p vyjaddiené v p-arni reprezentaci pro libovolné kladné celé ¢islo n a tim zobecnit
Wilsonovu vétu. Dokazte tedy, ze n!/p" = (—=1)"ao! a1!...ax! (modulo p).

15. [VM15] Permanent ¢tvercové matice je definovan stejnym rozvojem jako deter-
minant, ale u permanentu maji vSechny ¢leny znaménko plus, zatimco v determinantu
se stridaji znaménka plus a minus. Permanent matice

a b ¢
d e f
g h 1

je tudiz aei + bfg + cdh + gec + hfa + idb. Jaky je permanent matice

1x1 1x2 ... 1xn
2x1 2x2 ... 2Xn

?
nxl nx2 ... nXxXn

16. [VM15] Ukazte, ze nekoneény soucet ve vztahu (11) nekonverguje, kromé piipadu,
kdy je n nezaporné celé cislo.

17. [VM20] Dokazte, Ze nekonecény souéin

H (n+a1) ... (n+ o)
Wavsy @
serovnd D(1+ 1) ... T(1+6k)/T(1+a1) ... T(1+ag), pokud je a1 + - -+ ar = f1+
+ -+ 4 Bk a pokud zadné z (8 neni zaporné celé cislo.

18. [M20] Piedpoklddejme, ze m/2=2.2.2.2.5.8.... (Je to takzvany ,Wallisiiv
soucin®, ktery zjistil J. Wallis v roce 1655; dokdzeme jej ve cvicen{ 1.2.6-43.) Na zdkladé
predchoziho cviceni dokazte, Ze (5)! = /7/2.



52 ZAKLADNI PRINCIPY 1.2.5

19. [VM22] Vyjadfete veli¢inu za symbolem ,lim,, . * ve vztahu (15) pomoci Iy, ().
Ukazte, ze

m m 1
Lon(z) = / (1 - i) T dt = m’/ (1—t)™t*""dt, pokud z > 0.
0 m 0

20. [VM21] Na zékladé faktu, ze 0 < e " — (1 — t/m)™ < t?e¢™/m, je-li 0 < t < m,
a na zékladé predchoziho cviceni ukazte, ze I'(z) = fooo e 't dt, je-li > 0.

21. [VM25] (L. F. A. Arbogast, 1800.) Necht D¥u vyjadiuje k-tou derivaci funkce u
podle z. Podle pravidla pro derivaci slozené funkce je Diw = Diw Dlu. Jestlize toto
pravidlo aplikujeme na druhé derivace, dostaneme D2w = D2w(Dlu)? + Diw D2u.
Ukazte, ze obecny vzorec je

n

. |
no_ 7 n: 1 \k n_\kn
Diw = E g Duw/ﬁ!(ll)kl...k}n!(n!)kn (Dyu)™ ... (Dgu)™™.
I=0 Ry tkotodkn=j

k1+2ko+--+nknp=n
k1,k2,....kn >0

22. [VM20] Pokuste se vzit do Eulerovy role a najit zptisob zobecnéni n! na nece-
lo¢iselné hodnoty n. Protoze (n + 3)!/n! krdt ((n+ 1) + 3)!/(n + 3)! se rovné (n +
+ 1)!/n! = n + 1, zdalo by se piirozené, ze (n + 3)!/n! bude piiblizné rovno /n.
Podobné (n + %)!/n! by mohlo byt ~ /n. Zformulujte hypotézu o hodnoté poméru
(n + z)!/n! pro n blizici se k nekoneénu. Je hypotéza spravna pro celé &islo x? Riké
néco o odpovidajici hodnoté z!, pokud x neni celé ¢islo?
23. [VM20] Dokazte vztah (16), pokud je mz [[°2 (1 — 2°/n®) = sinrz.
24. [VM21] Dokazte uzite¢né nerovnosti

n n+1

n n
en—1 — T en—17

pro celé n > 1.

[Ndpovéda: 1+ z < e® pro viechna redlnd x; tudiz (k4 1)/k < e'/* < k/(k —1).]

25. [M20] Plati pro faktoridlové mocniny pravidlo podobné béznym pravidlim umoc-

novani, tedy ™" = 2™ a"?

1.2.6. Binomické koeficienty

Kombinace k-té tridy z n prvkid jsou vSechny mozné varianty vybéru k rtiznych
prvkt z mnoziny n prvki, pricemz nezalezi na poradi. Kombinace 3. t¥idy z péti
prvki {a,b,c,d, e} jsou tudiz

abe, abd, abe, acd, ace, ade, bed, bece, bde, cde. (1)

Zjistit celkovy pocet kombinaci k-té t¥idy z n prvka je jednoduché: podle vztahu
(2) z pfedchozi ¢asti vime, Ze permutaci prvnich k prvki existuje n(n—1) ... (n—
—k+1); mezi nimi se kazda kombinace k-té t¥idy opakuje pravé kl-krat, protoze
je zde uvedena ve vSech svych permutacich (ve v8ech poradich). Podet kombinaci,
ktery oznacujeme jako (Z), je proto roven

n\ nn-1)...(n—k+1)
(k:)_ kk—1)...(1) (2)
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Tabulka 1
TABULKA BINOMICKYCH KOEFICIENTU (PASCALUV TROJUHELNIK)

T T ' ' ' ' ' ' ' 'S
! (o) (1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) (9)
ol 1 0 o0 o0 0 0 o0 0 0 o
i1/l1 1 o o o 0o 0 0 0 0
2] 1 2 1 0o ©0 0 0 0 0 0
3] 1 3 3 1 0 0 0 0 0 0
41 4 6 4 1 0 0 0 0 0
5/ 1 5 10 10 5 1 0 0 0 0
6] 1 6 15 20 15 6 1 0 0 0
711 7 21 35 35 21 7 1 0 0
8| 1 8 28 5 70 5 28 8 1 0
9 1 9 36 8 126 126 84 36 9 1

Naptiklad
(5>:5~4-3:107
3) " 3.2-1

coZ je pravé pocet kombinaci uvedenych v (1).
Cislo (Z), které ¢teme ,,n nad k“, se nazyva binomicky koeficient; tyto koe-
ficienty maji neobycejné siroké spektrum uplatnéni. Také pfi analyze algoritmi

vvvvv

seznamit.
Pomoci vztahu (2) mtZeme definovat (2) i pro necelé cislo n. Presnéji

feCeno definujeme symbol (,:) pro vSechna realné cisla r a vSechna cela ¢isla
k nasledovné:

(1)

rir=1)...(r—k+1)
k(k—1)...(1)

()0

Jako specialni pfipady muzeme uvést

k .
1 _
:”77“—'—_ j, pro celé k > 0;
Jj=1 J

(3)

pro celé k < 0.

T r T r(r—1)

(0)_1’ (1)_" (2)_ 2 (4)

V tabulce 1 jsou pak uvedeny hodnoty binomickych koeficienti pro malé celo-
¢iselné hodnoty r a k; pro 0 < r < 4 je dobré se je naucit zpaméti.

Binomické koeficienty maji dlouhou a zajimavou historii. Tabulka 1 se na-
zyva ,Pascalav trojuhelnik®, protoze ji poprvé uvedl Blaise Pascal ve svém
Traité du Triangle Arithmétique roku 1653. Toto velmi vyznamné pojednani se
jako jedna z prvnich praci zabyvalo teorii pravdépodobnosti, ale samotné bino-
mické koeficienty Pascal nevynalezl (v té dobé jiz byly v Evropé dobfe znamsé).
Tabulka 1 se objevila také ve spise Szu-yiian Yii-chien (,,Drahocenné zrcadlo
Gtyt zivla“), jez vydal ¢insky matematik Chu Shih-Chieh roku 1303; ten zde
tvrdil, Ze se jedna jiz o starou myslenku. Yang Hui je roku 1261 pfipisoval Chia
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Hsienovi (kolem 1100), jehoz dilo je dnes ztraceno. Nejstar$i zndmy podrobny
vyklad binomickych koeficientti pochéazi z 10. stoleti a napsal jej Halayudha
formou poznamek ke klasickému hindskému spisu Pingala: Chandahsastra. [Viz
G. Chakravarti, Bull. Calcutta Math. Soc. 24 (1932), 79-88.] Jiny indicky mate-
matik, Mahavira, vysvétlil pravidlo (3) pro vypo-
cet (2) v kapitole 6 své Ganita Sara Sangraha,
napsané okolo roku 850; v roce 1150 pak jeho
pravidlo zopakoval Bhaskara ke konci své slavné
knihy Lilavati. Pro malé hodnoty k byly binomické
koeficienty znamy jesté mnohem diive; objevily se
v Teckych a Fimskych dilech s geometrickou inter-
pretaci podle obrazku 8. Notaci (}) zavedl Andreas
von Ettingshausen v § 31 své knihy Die combina-
torische Analysis (Viden: 1826).

Ctenaf si v tabulce 1 zajisté vSiml nékolika
zajimavych vlastnosti. Binomické koeficienty vy-
stupuji doslova v tisicich rtiznych rovnosti a jejich
pozoruhodné vlastnosti byly ustavicné zkoumany
po staleti. Ve skutec¢nosti je jiz o nich znamo tolik
relaci, Zze kdyz se nékomu podafi objevit novou Obr. 8. Geometrické interpre-
rovnost, byva z ni zpravidla nadSeny toliko sdm tace ("f) pron =4
objevitel. Pro snazsi manipulaci se vztahy, které vznikaji pti analyze algoritmii, je
urcity mechanismus pro praci s binomickymi koeficienty pfimo nutnosti, a proto
se v této Casti textu jeden takovy jednoduchy zpusob pokusime vysvétlit. Mark
Twain se kdysi pokusil zredukovat vSechny vtipy zhruba na desitku jakychsi
primitivnich typid (sedldkova dcera, tchyné atd.); podobné i my se pokusime
zhustit vSechny ty tisice rovnosti do malé mnoziny zakladnich operaci a s nimi
jiz zvladneme vytesit témér kazdy problém s binomickymi koeficienty, na ktery
narazime.

Ve vétsiné aplikaci jsou r i k ve vzorci (2) celad cisla a nékteré z nize
popisovanych technik je mozné uplatnit jen pro né. U kazdého z uvedenych
vztahi si proto davejte pozor na omezujici podminky, které jsou zapsany vpravo.
Podivame-li se naptiklad na vztah (3), musi byt & celé ¢islo, zatimco pro r zadné
omezeni neplati. D4 se Tici, Ze ¢im méné omezeni je zapsano, tim je dany vztah

Nyni se podivejme na zakladni postupy pro manipulaci s binomickymi koe-
ficienty:

A. Reprezentace pomoci faktorialiu. Ze vztahu (3) okamzité dostdvame

(n>_”—’ ro celé n > celé k > 0 (5)
k) T m—ny P = - °

Takto muzeme popsané kombinace faktoridlt vyjadfit pomoci binomickych ko-
eficientl a naopak.
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B. Podminka symetrie. Ze vztahi (3) a (5) odvodime
n n
= , ro celé n > 0, celé k. 6
<k) (n - k) P = (©)
Uvedeny vzorec plati pro vSechna celd k. Pokud je k zaporné nebo vétsi nez n,
Jje binomicky koeficient nulovy (za predpokladu, Ze n je neziporné celé ¢islo).

C. Vytykani a roznésobeni zavorek. Podle definice (3) plati

(Z)z%(lii), pro celé k # 0. (7)

Tento vztah je velmi uZite¢ny pro kombinovani binomickych koeficientt s ostat-
nimi ¢astmi vyrazu. Jednoduchou transformaci dostaneme pravidla

r\ r—1 Lrry 1y/r—1
k(k) _r(k:—1>’ F(k) - E(kfl)’
z nichz prvni plati pro vSechna celd k a druha za podminky, Ze nebylo provedeno
déleni nulou. MuZeme odvodit také podobnou relaci:

(Z)zﬁ(rgly pro celé k # r. (8)

Nyni si ilustrujeme popsané transformace na ditkazu vztahu (8) pomoci
vztaht (6) a (7):

(-Gl =700 7500
k) \r—k) r—k\r—1-k) r—k\ k /)
[Pozndmka: Toto odvozeni je vzhledem k podminkdm v (6) a (7) platné jen

v pripadé, Ze je r kladné celé ¢islo # k; presto (8) je platné pro libovolné r # k.
Vztah mizeme dokézat jednoduchym a dilezitym postupem: Ovérili jsme, ze

() -e=n ()

pro nekonecné mnoho hodnot r. Obé strany této rovnosti jsou polynomy v r.
Nenulovy polynom stupné n miize mit nejvyse n réznych nulovych bodi; po
odecteni to znamend, Zze pokud se dva polynomy stupné < n shoduji v n + 1
a vice ruznych bodech, pak jsou identické. Pomoci tohoto principu je mozné
roz§ifit platnost celé fady rovnosti z celych ¢isel na vSechna redlna.]

D. Souétovy vzorec. Zakladni relace

(;)Z(r;1>+<2:i>, pro celé k, (9)

je v tabulce 1 zjevné platnd (kazdé éislo je souc¢tem dvou ¢isel nad sebou a vlevo)
a snadno ji ovéfime v obecném tvaru z (3). Druhd moznost je vyjit ze vztaht (7)
a (8), podle kterych je

() () =)+ (6) = ()

Vztah (g) se ¢asto pouziva pii diikazech indukei podle r (pokud je r celé ¢islo).
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E. Sumadéni vzorce. Opakovanou aplikaci vztahu (9) dostavame

W)=+ G-+ G0+ (Ge) =

nebo

() =G+ () =Go) G2+ (0) -

k) \k-1 k) \k-1 k—1 k)

Dostali jsme se tedy ke dvéma dilezitym sumacnim vzorcim, které mizeme
vyjadrit nasledovné:

ST =6 (T e (=)

pro celé n > 0. (10)

"k 0 1 n n+1

> (n) = )+ G e () = ()

m m m m m+1
pro celé m >0, celé n > 0. (11)

Rovnost (11) miizeme snadno dokdzat indukei podle n, je ale zajimavé se
podivat také na moznost jejiho odvozeni z (10) pfi dvojim uplatnéni vztahu (6):

k +k +k +k
Z (m) - Z (mm ) - Z (mm ) * Z (mk )
0<k<n 0<m+k<n —m<k<0 0<k<n—m

0+<m+(n—m)+1> _ <n+1>

n—m m+1

za predpokladu, ze n > m. Pokud je n < m, je (11) zfejmé.

Se vztahem (11) se budeme v rfiznych aplikacich setkdvat velmi asto; jiz
v predchézejici ¢asti textu jsme odvodili jeho specidlni pripady. Pro m = 1 mame
napfiklad nas stary znamy vzorec pro soucet aritmetické posloupnosti: :

() (1) os (3) om0

Pf¥edpokladejme nyni, Ze chceme odvodit jednoduchy vzorec pro soucet 12 +

+22 + ... 4+ n? K tomu nejprve nahlédneme, ze k% = 2(];) + (lf), a tudiz

Se=(2() () =273 (7))

Tato odpovéd je vyjadfena pomoci binomickych koeficientt; podle potfeby ji
mizeme vratit do polynomické notace:
(n+nn-1) (n+1)n

24224+ 4n?=2 c + =inn+Hn+1). (12)
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Podobnym zptisobem mtizeme ziskat také soucet 13 + 23 + - - - 4+ n3; dokonce
libovolng polynom ag + a1k + azk® + - - - + a,,k™ je mozné vyjadiit jako by (g) +
+ by (If) + o4 by (2), pro vhodné zvolené koeficienty by, ..., b,,. K tématu se
jesté pozdéji vratime.

F. Binomicka véta. Binomickd véta bude samoziejmé pro nés jednim z nej-

vvvvv

(x+y)" = Z(;)xkyr_k, pro celé r > 0. (13)
k

Napiiklad (z + y)* = z* + 423y + 62%y* + 4y + y*. (Alespon tak miizeme
zduvodnit, pro¢ jsme ¢isla (;) nazvali ,,binomickymi koeﬁcienty“.)

Na tomto misté je dtlezité si vSimnout, ze jsme ve vztahu (13) napsali ), ,
nikoli ), _, jak by ¢tenaf mohl ocekéavat. Jestlize pro k neuréime za4dné omezeni,
sCitame pres vsechna celd Cisla, tj. —oo < k < 400; obé notace jsou ale pfesto
ekvivalentni, protoze pro k < 0 a pro k > r jsou pfislusné ¢leny (13) nulové.
Vhodnéjsi je pouzivat prostsi zapis >, protoze zjednoduSenim podminek si
usnadnime i veskeré manipulace se sumami. JestliZe si nemusime hlidat horni
a dolni hranice sumy, usetfime si tim obrovské mnozstvi prace, takze je nejlépe
pokud mozno vSude ponechavat hranice sum neurcené. Nase notace ma jesté
jednu vyhodu: pokud je r nezdporné ¢islo, stane se ze vztahu (13) nekoneénd
suma a podle binomické véty z diferenciadlniho poctu je vztah (13) platny pro
vSechna r, pokud |z/y| < 1.

Jesté je tieba poznamenat, ze ze vztahu (13) vyplyva

00 =1. (14)

Tuto dohodu budeme dtsledné pouzivat.
Speciélni pfipad y = 1 je ve vztahu (13) natolik dtlezity, Ze jej vyslovime
samostatné:

Z(Z)xk =1+, pro celé r > 0 nebo |z| < 1. (15)
k

Objev binomické véty oznamil Isaac Newton ve svych dopisech Oldenburgovi
ze 13. Cervna a 24. fijna 1676. [Viz D. Struik, Source Book in Mathematics
(Harvard Univ. Press, 1969), 284-291.] Tento vztah nemohl ale zjevné dolozit
zadnym dikazem; v té dobé si potFebu fadného dikazu nikdo plné neuvédomoval.
Prvni pokus o ditkaz provedl L. Euler v roce 1774, i kdyZ jej nedokonéil. S prvnim
skuteénym dikazem priSel nakonec roku 1812 C. F. Gauss. V Gaussové dile se
fakticky objevily vibec prvni uspokojivé dikazy jakychkoli vlastnosti nekonec-
nych soucti.

Zacatkem 19. stoleti objevil N. H. Abel pfekvapivé zobecnéni binomické véty

(13):

(x+y)" = Z(Z)x(x — k)" Yy +kz)" %, procelén >0, 2#0. (16)
k
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Tuto rovnost ve tfech proménnych, x, y a z (viz cviceni 50 az 52), Abel publikoval
a dokézal ve svazku 1 pozdéji slavného dila A. L. Crelle, Journal fiir die reine und
angewandte Mathematik (1826), na str. 159-160. Je zajimavé poznamenat, Ze
Abel prispél do stejného svazku 1 jeSté mnoha dalSimi vécmi, mimo jiné slavnym
pojednanim o nefesitelnosti algebraickych rovnic stupné 5 a vice pomoci radikala
a pozndmkami k binomické véts. Rada odkazii na (16) viz H. W. Gould, AMM
69 (1962), 572.

G. Zména znaménka horniho indexu. Zikladni rovnost
k—r—1
(;) = (—1)’“( ; ), pro celé k, (17)

vyplyva bezprostfedné z definice (3), v niz zménime znaménko kazdého ¢lena
Citatele. Je to casta transformace horniho indexu.
Jednim ze snadnych disledkt vztahu (17) je sumadéni vzorec

Z(;)(_l)k - (g) B (:) +”'+(_1)n(;) = (—1)n<T;1), pro celé n.
= (18)

Tuto rovnost dokdzeme snadno indukei s vyuzitim (9), ale mtzeme ji také odvodit
pfimo ze vztaht (17) a (10):

g(;)(—l)k :Ié;l(k_;_l) _ (—rJn) _ (_Un(r;l)_

Dalsi dulezita aplikace vztahu (17) plati pro celoéiselné r:

(n) B (—(m + 1)> . procelén >0, celé m. (19)

m n—m

(Ve vztahu (17) polozte r = n a k = n — m; déle vyuzijte (6).) Cislo n jsme
presunuli z horni pozice do dolni.

H. ZjednodusSeni souéini. Soudiny binomickych koeficientt je obvykle mozné
preformulovat nékolika riznymi zptsoby, a to pomoci rozvoje do faktorialt podle
(5). Naptiklad

<7;> (Z) = (Z) (;__kl;>, pro celé m, celé k. (20)

Vztah (20) sta¢i dokézat pro piipad, kdy r je celé > m (Viz poznamky za vztahem
(8)), a pro 0 < k < m. Potom je

<;) (7:) T ml U%?Zi (m—k) & (rk;!((y;_?)!! r—m)! (12) (;L:]Z)

Vztah (20) je velice uziteény v pfipadech, kdy je stejny index (konkrétné m)
zapsan nahote i dole a kdy potfebujeme, aby byl uveden jen na jednom misté,
nikoli na dvou. VSimnéte si, Ze (7) je specidlnim pfipadem (20) pro k = 1.
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I. Souéet soucini. Sérii manipulaci s binomickymi koeficienty zavr§ime v né-
sledujicich velmi obecnych rovnostech, které dokazeme ve cvicenich na konci této
Casti textu. Tyto vztahy ukazuji s¢itani souc¢ini dvou binomickych koeficient,
pfi¢emz uvazujeme s ruznymi misty zdpisu proménné k:

2};(;) (nik) = (r;;s)a pro celé n. (21)
;(m:-k) (nj—k) B (r—rn—ij—n)

pro celé m, celé n, celé r > 0. (22)

;(;) (Szk)(*l)rfk = (nir)’ pro celé n, celé r > 0. (23)

r

P m k t 1 t m
pIO Cele t >_ O? Cele >— C? CBIB v >— : (24)

i(r—k>(3+k)_<r+s+1>
—\ m n T \m4n+1/)
pro celé n > celé s > 0, celé m >0, celé r > 0. (25)

Z(r—ktk‘) (s;(i%kk)> T_rtk _ <r+sn—m)’ oro celén. (26)

k>0

vz

Z téchto rovnosti je zdaleka nejdulezitéjsi vatah (21), ktery je vhodné se naudit
zpaméti. Reknu vam, jak si jej zapamatovat. Zkuste pravou stranu pieéist jako
pocet zpusobui, kterymi vybereme n osob z r muzi a s zen; kazdy ¢len na
levé strané pak tvori pocet zptsobt, kterymi vybereme k muza a n — k Zen.
Vztahu (21) se obvykle fikd Vandermondova konvoluce, protoze jej publikoval
A. Vandermonde v Mém. Acad. Roy. Sciences (Pafiz, 1772), ¢ast 1, 489-498.
Objevila se nicméné mnohem dfive, v jiz zminéném pojednani Chu Shih- Chieha
z roku 1303 [viz J. Needham, Science and Civilisation in China 3 (Cambridge
University Press, 1959), 138-139].

Je-li ve vztahu (26) rovno r = tk, zkratime stejny ¢initel i v ¢itateli a odstra-
nime tim nulového jmenovatele; vztah (26) tak pfejde na polynomickou rovnici
v proménnych 7, s, t. Z¥ejmé (21) je specidlnim pfipadem (26) pro ¢ = 0.

Déle poukdzeme na jedno netrivialni uplatnéni vztahti (23) a (25): Casto
je totiz vhodné nahradit jednoduchy binomicky koeficient na pravé strané slozi-
téjsim vyrazem vlevo, zaménit potradi sumace a vyraz zjednodusit. Levé strany
téchto vztahlt mtizeme povazovat za rozvoj vyrazi

s o, s+k
( ) ve vyjadfeni ( )
n+a n

Vztah (23) se pouziva pro zapornd a, vztah (25) pro kladné a.
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Tim kon¢i nase exkurze do svéta binomickych koeficientd. Doporucuji ¢tenafi
naudit se zejména vztahy (5), (6), (7), (9), (13), (17), (20) a (21) — zatrhnéte si
je barevnou tuzkou!

Mame-li k dispozici vSechny tyto metody, mizeme jiz vyfesit témeér libovolny
problém nejméné tfemi rtiznymi zpisoby. Uvedené techniky si nyni ilustrujeme
na nasledujicich prikladech.

Piiklad 1. Je-li r kladné celé ¢islo, éemu se rovna Z (2) (Z)W
k

Reseni. S vyuzitim vztahu (7) se zbavime samostatného k:

() () SGD-S (0

Nyni aplikujeme vztah (22), pfiéemz m = 0 a n = —1. Odpovéd je proto

~1
Y= (75 powierzo

k\ (2k\ (—1)k
Piiklad 2. Cemu se rovna Z (n - ) ( ) (=) , je-1i n nezaporné celé ¢islo?
k

2k k/)k+1

Reseni. Tento problém je o néco obtiznéjsi; sumaéni index k je uveden hned na
Sesti mistech! Nejprve aplikujeme vztah (20) a dostaneme

Z(n + k) (n) (—1)F
- k k/ k+1
Nyni se ndm jiz dycha lehceji, protoze jsme se z puvodniho vztahu zbavili

nékolika nepiijemnych vlastnosti. Dalsi krok by uz mél byt zfejmy: podobné
jako v Prikladu 1 aplikujeme vztah (7):

("I .

Vyborné, zmizelo dalsi k. Pfed ndmi jsou dvé zhruba stejné slibné linie atoku.

MZzeme nahradit (”Zk) za, ("Zk), pricemz predpokladame k& > 0, a poté vypo-

¢itat sumu podle (23):

S G

—m (e

k>1

:_nilz(n_;Jrk) (n};l)“””nil(n;l)

k>0

_ 1 (_1)n+1<n—1>+ 1 (n—l)_ 1 (n—l)
T on+1 -1 n+1 n T n+1 n /J
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Binomicky koeficient (”;1) se rovna nule s vyjimkou pfipadu n = 0, kdy je
roven jedné. Odpovéd na nas problém mizeme tedy pohodlné formulovat podle
Iversonovy konvence (viz 1.2.3-(16)) jako [n=0] nebo pomoci Kroneckerova
delta jako 6,0 (viz 1.2.3—(19)).
Dalsi moznost feSeni (27) spo¢iva ve vyuziti vztahu (17), kdy dostaneme
Z (—(n—i—l)) <n+1) 1
k k+1/n+1

k

Nyni miZeme aplikovat vztah (22), kterym pfejdeme k sumé

<n+1—(n+1)) 1 _(0) 1
n+l-—1+0/n+1 \n/n+1
A opét jsme dostali stejnou odpovéd:

Z<n+k>(2k>(_1)k = 60, pro celé n > 0. (28)
k

2k kE/)EkE+1

k 2k (—1)*
Piiklad 3. Cemu se rovna Z( ne ) ( ) (=1) pro kladna celd &isla m
an? —\m + 2k k/)k+1

Reseni. Pokud by m bylo rovno nule, dostali bychom se ke stejnému vzorci
jako v Prikladu 2. Diky proménné m nemuzeme ale tuto metodu ani zahajit,
protoze v prvnim kroku jsme pouzili vztah (20) — a ten zde jiz neplati. V této
situaci se vyplati problém jesté vice zkomplikovat a nahradit neziddouci vyraz
( ntk ) sumou ¢lent ve tvaru ('“'k), protoze z celého problému vytvoifime soucet

m-+2k 2k
podproblémt, které jiz vyfesit umime. Vyuzijeme tedy (25) a dosadime

r=n+k—1, m=2k, s=0, n=m-—1,
odkud dostaneme

S o (UOCHGI D e

k 0<j<n+k—1

Jako prvni chceme provést sumaci podle k, ale pro zaménu poradi sumace musime
sCitat jen podle hodnot k, které jsou > 0 a > j —n + 1. Druha z podminek vede
bohuzel k problémtm, protoze pro j > n nezndme pozadovanou sumu. Situaci
ale zachranime zjisténim, ze pfi n < j < n+ k — 1 jsou ¢leny ve vztahu (29)
nulové. Z této podminky vyplyva, ze k > 1,atudiz 0 < n+k—1—j5 < k—1 < 2k;
prvni z binomickych koeficienti ve vztahu (29) tim pddem zmizi. Podminku ve
druhé sumé mtzeme tedy nahradit za 0 < j < n; zdména poradi sumace je jiz
trivialni. Po seéteni (28) podle k dostavame

J
> (m _ 1)5(%17;')0,

0<j<n

jejiz vSechny ¢leny jsou nulové, kromé j = n — 1. NaSe kone¢nd odpovéd je tudiz

rovina
( 7n”/ ]- )
.
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Reseni tohoto problému bylo pomérné komplikované, ale pfitom nijak ta-
juplné; ke kazdému kroku jsme méli rozumny divod. Celé odvozeni si ovSem
dtikladné prostudujte, protoze jsme si na ném ukazali jisté drobné operace s pod-
minkami ve zkoumanych vztazich. Ve skuteCnosti existuje jesté lepsi zptsob
feSeni tohoto problému; transformace zadané sumy do podoby, v niz muzeme
aplikovat vztah (26), je ponechdna bystrému ¢tenafi (viz cviceni 30).

Piiklad 4. Dokazte, ze

Z Ak(r, t) Anfk(sa t) - An(r + S, t)v pro Celé n 2 01 (30)
k
kde A, (z,t) je polynom n-tého stupné v proménné z, ktery splituje podminku
—nt
Ap(z,t) = (x " ) < , pro x #nt.
n Tz —nt

Reseni. Miizeme predpokladat, Ze pro 0 < k < nje r # kt # s, protoze obé strany
vztahu (30) jsou polynomy v proménnych r, s, t. Nasim tkolem je vypocitat
hodnotu vzorce

S0 e

k

ktery, kdyz nic jiného, vypadd mnohem hufe nez vSechny predeslé! Vsimnéte si
ale vyrazné podobnosti se vztahem (26) a také si v§imnéte piipadu ¢ = 0.
Mohli bychom se pokusit zaménit

r—kt r r—kt—1\r

i P (e I
ale ve druhém z uvedenych vyrazi jiz ztracime analogii se vztahem (26) a na-
vic jej nemuzeme pouzit pro kK = 0. Vhodnéjsi je vyuzit metodu parcidlnich

zlomku, pri které zlomek se slozitym jmenovatelem nahradime souctem zlomka
s jednodussimi jmenovateli. Skutecné dostavame

1 1 1,
r—kt s—(n—kt r+s—nt \r—kt s—(n—k)t/)’

Dosadime-li tuto rovnost do nasi sumy, mame

s r—kt\ /s—(n— k)t T
r—l—s—nt%( k )( n—=k >r—kt

trmma () ) e

a jestlize ve druhém ze vzorct zaménime k za n — k, vypoc¢teme pomoci vztahu
(26) oba; pozadovany vysledek jiZz odtud vyplyne okamzité. Rovnosti (26) a (30)
publikoval H. A. Rothe, Formulse de Serierum Reversione (Lipsko: 1793); dodnes
jsou Casto ,objevovany“ jejich specialni pripady. Zajimavéjsi historie téchto rov-
nosti a néktera jejich zobecnéni viz H. W. Gould a J. Kaucky, Journal of Com-
binatorial Theory 1 (1966), 233-247.




1.2.6 BINOMICKE KOEFICIENTY 63

Piiklad 5. Vypoctéte hodnoty ag, ai, as, ... takové, ze
n!=ag+an+an(n—1)+agn(n—1)(n—2)+--- (31)

pro vSechna nezaporné celd ¢isla n.

Regend. Odpovéd nam dava vztah 1.2.5-(11), ktery jsme v piedchézejici ¢asti

textu uvedli bez diikkazu. Nyni ale feknéme, Ze jej zatim nezndme. Problém ziejmé

ma FeSeni, protoze muzeme polozit n = 0 a vypocitat ag, potom polozit n = 1

a vypocitat a; atd.

Nejprve musime piepsat vztah (31) pomoci binomickych koeficientii:

n!zZ(Z)k;!ak. (32)

Problém feseni podobnych rovnic, jako je tato, v proménné a; se nazyva inverzni
problém, ptficemz u nich mizeme uplatnit nize uvedeny postup.
Myslenka FeSeni vychdzi ze specidlniho pfipadu s = 0 v rovnici (23):

r\ [k & 0
—1)F = = 16 16 r > 0.
E (k)(n)( ) (n—r) Onr, pPro celé n, celé r >0 (33)

k

Vyznam tohoto vztahu spociva v tom, Ze pro n # r je suma nulova; problém tak
vyfesime snaze, protoze velka ¢ast ¢lend se vyrusi stejné jako v Piikladu 3:

To ()-SR
S () (1)

= Z k! ak(Skm =m! Qo -
k

Vsimnéte si, jak jsme se seétenim vhodnych nasobka vztahu (32) pron = 0,1, ...
dostali k rovnici, v niz se vyskytuje jen hodnota a,,. Mame tedy

n! /m —1)ym-n —1nH"
Y O R e S

n>0 0<n<m 0<n<m

Tim jsme dokondili feSeni Piikladu 5. Podivejme se nyni blize na disledky
vztahu (33): Pokud jsou r a m nezéporné celd ¢isla, mame

S () (w(f) va () +oren()) =en

k

protoze ostatni ¢leny se po secteni vyrusi. Peclivou volbou koeficientti ¢; mizeme
nyni libovolny polynom v k vyjadrit jako soucet binomickych koeficientd s hornim
indexem k. Zjistili jsme tedy, Ze

Z(Z) (=1)" " (bo + b1k + -+ + byk") = r!b,, pro celé r > 0, (34)
k
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kde by + - -- + b.k" reprezentuje libovolny polynom libovolného stupné r nebo
mensiho. (Pro studenty numerické analyzy nebude tento vzorec zadnym piekva-
penim, protoze Y, (;)(—=1)""*f(z + k) je ,r-t4 derivace* funkce f(z).)

Ze vztahu (34) odvodime okamzité mnoho jinych relaci, které jsou na pohled
komplikované a které se casto dokazuji jen velmi zdlouhavé, napfiklad

T (5 R =t" ro celé r > 0.
S ()T )0t =r procter=o0 (35)

V podobnych ucebnicich, jako je tato, se setkdvame s mnozstvim pisobi-
vych prikladd riznjych trik apod., ale texty se ¢asto nezminuji o problémech,
které jsou na pohled jednoduché, ale u nichz bézné postupy selhédvaji. Z vyse
uvedenych piikladii by se mohlo zdat, ze s binomickymi koeficienty zvladneme
snad vSechno; musime se ale zminit, ze navzdory vztahtm (10), (11) a (18) podle
vSeho neexistuje jednoduchy vzorec pro analogickou sumu

S()=(5)+ (1) e+ () 50)

je-lin <m. (Pro n = m je odpovéd jednoduchd; vite ji? Viz cviéeni 36.)
Pokud je vSak m pevné dané zaporné ¢islo, ma tato suma uzavienou formu
funkce v proménné n, napriklad

$(2) -] -

k=0

Existuje také jednoduchy vzorec

(1) (=5 =-5(" ") &)

v vevs

kterym snadno vypocteme zdanlivé obtiznéjsi sumu.

Jak zjistime, kdy méme pfestat v pokusech o zjednodusovani vzpurné sumy?
Dnes jiz nastésti existuje zptisob, kterym uvedeny problém v mnoha dtlezi-
tych pripadech vyfesime: Je to algoritmus, jehoz autory jsou R. W. Gosper
a D. Zeilberger a ktery odhali uzaviené formy v binomickych koeficientech,
pokud existuji, a naopak dokéze nemoznost feSeni, pokud neexistuji. Algoritmus
Gosper-Zeilberger je mimo ramec této knihy, ale je vysvétlen v CMath § 5.8. Viz
téz kniha A = B od autortu Petkovsek, Wilf a Zeilberger (Wellesley, Mass.: A. K.
Peters, 1996).
binomickych koeficientt je vyuziti vlastnosti hypergeometrickijch funkct, coz jsou
nekonecné fady definované v rostoucich mocninach faktoriali takto:

Rk
A1y o ooy A ay...a, 2

F -y 4 .
<b1a'-~7bn Z) b, . bk K (39)
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Uvod do téchto dilezitych funkci najdete v ¢astech 5.5 a 5.6 CMath. Historické
odkazy viz téz J. Dutka, Archive for History of Exact Sciences 31 (1984), 15-34.

Myslenka binomickych koeficientd ma nékolik dilezitych zobecnéni, ktera
nyni struéné probereme. Nejprve pro dolni index k£ vyrazu (,:) uvazujme libovolné

realné hodnoty; podrobnéji viz cviceni 40 az 45. Mame také zobecnéni

Yy _ (I—g)1—gY...(1—qgFT
(&), e ma e (40)

které pro ¢ limitné se blizici k 1 pfechazi v obyc¢ejné binomické koeficienty (2) 1=

= (Z), tuto vlastnost snadno nahlédneme, pokud kazdy ¢len v citateli a jme-
novateli zkratime 1 — ¢g. Zakladni vlastnosti téchto ,,g-nomickych koeficientu*“
probirdme ve cviceni 58.

cient:

kidko+- thn\ (ki the+ k)
ki, ko, ... km T kil ko k!

vvvvv

pro celé k; > 0. (41)

n .
(x1+220+-+an)" = Z <k i i >x§1z§2...xfn’". (42)
Ka kot thop =n 1,2, s 'vm,
Je také dilezité poznamenat, ze kazdy multinomicky koeficient je mozné vyjadrit
pomoci binomickych koeficientii:

kitkot-+km\ [ kitka ky+ko+k3 kit+ko+- -tk (43)

ki, ko, ..k, k1 k1+k2 T\ kietkmer )] 3

takze zde opét miizeme uplatnit postupy, které zname pro manipulaci s binomic-
kymi koeficienty. Obé strany vztahu (20) tak tvofi trinomicky koeficient

(=t )
kE,m—k,r—m/

V zavéru této casti se podivame na stru¢nou analyzu transformace z poly-
nomu vyjadfeného v mocninach x na polynom vyjadfeny pomoci binomickych
koeficientt. Koeficientim v této transformaci se fika Stirlingova ¢isla a pouzivaji
se prfi studiu rtznych algoritmd.

Stirlingova ¢isla existuji pfitom dvojiho typu: jsou to Stirlingova ¢isla prv-
niho druhu, kterd oznacujeme [}'], a druhého druhu, oznacovana {7 }. Tyto
notace, jez zavedl Jovan Karamata [Mathematica (Cluj) 9 (1935), 164-178],
maji oproti jingym navrhovanym symbolikdm velké vyhody [viz D. E. Knuth,
AMM 99 (1992), 403-422]. Slozené zavorky ve vyrazu {Z} si zapamatujeme
snadno, protoze ty obvykle oznac¢uji mnoziny, a ¢islo {Z} je pocet zpusobii,
kterymi je mozné rozdélit mnozinu n prvkt do k£ disjunktnich podmnozin neboli
tifid rozkladu (viz cvideni 64). Také Stirlingova ¢isla prvniho druhu, [}], maji
kombinatorickou interpretaci a budeme ji studovat v casti 1.3.3: [Z] je totiz
pocet permutaci n pismen pii k cyklech.
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Tabulka 2

STIRLINGOVA CISLA PRVNIHO A DRUHEHO DRUHU

1.2.6

3

o 1 BB

5]

o) [7] |

:)

0 8
0| 1 0 0 0 0 0 0 0 o0
1] o 1 0 0 0 0 0 0 0
2] 0 1 1 0 0 0 0 0 0
3| o 2 3 1 0 0 0 0 0
4| o 6 11 6 1 0 0O 0 0
50 0 24 50 35 10 1 0 0 0
6/ 0o 120 274 225 85 15 1 0 0
71 0o 720 1764 1624 735 175 21 1 0
8| 0 5040 13068 13132 6769 1960 322 28 1
n n n n n n n n n
" {0} {1} {2} {3} {4} {5} {6}{7}{8}
o] 1 0 0 0 0 0 0 0 o0
1] o 1 0 0 0 0 0 0 o0
2] 0 1 1 0 0 0 0 0 o
3| o 1 3 1 0 0 0O 0 0
4| o 1 7 6 1 0 O 0 0
50 0 1 15 25 10 1 0 0 0
6| o 1 31 90 65 15 1 0 0
71 0 1 63 301 350 140 21 1 0
8| o 1 127 966 1701 1050 266 28 1

Aproximace pro velké hodnoty n viz L. Moser a M. Wyman, J. London Math. Soc. 33 (1958),
133-146; Duke Math. J. 25 (1958), 29-43; D. E. Barton, F. N. David, a M. Merrington,
Biometrika 47 (1960), 439-445; 50 (1963), 169-176; N. M. Temme, Studies in Applied Math.
89 (1993), 233-243; H. S. Wilf, J. Combinatorial Theory A64 (1993), 344-349; H.-K. Hwang,

J. Combinatorial Theory A71 (1995), 343-351.

V Tabulce 2 jsou znazornény Stirlingovy trojuhelniky, které jsou v jistém

slova smyslu analogii Pascalova trojihelniku.

Stirlingova ¢isla prvniho druhu slouzi pro prevod faktoridlovych mocnin na

obyc¢ejné mocniny:

?=z(x—-1)...(x —n+1)

[l L2 e

Napftiklad z Tabulky 2 vyplyva:

5 5! 120

5
2 1
(x) S —(2° — 102" + 3523 — 5022 + 24x).

(44)
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Stirlingova ¢isla druhého druhu se pouzivaji pro pfevod obycejnych mocnin
na faktoridlové mocniny:

e (e Q-0 w

Tento vztah byl ve skutec¢nosti divodem, pro ktery vibec Stirling zacal ve svém
Methodus Differentialis (Londyn: 1730) &sla {7} studovat. Podle Tabulky 2
mame napiiklad

2® = 25 + 102 + 2523 + 1522 + !

- 120(9;) +240<‘Z) + 150(?) +30(§> + G)

NP4

Nyni uvedeme nejdtlezitéjsi rovnosti se Stirlingovymi ¢isly. Proménné m a n
v nich vzdy oznacuji nezaporna celd cisla.

e R |
T e T

Inverzni vzorce (srovnej se vztahem (33)):

SEHE Ve =am S0 b0 @)

Specialni hodnoty:

() =Ll={Gd = C)=[)={0}=n w

Souétové vzorce:

o= e e (T

Rozvojové vzorce:

CLG) =l SR =L) e

S0 SR Oer () e
Z(f)“”m‘k’f” =m! {:1} (53)

k
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DO [0 S S P |
S Gl =k
S e =G 5)
k

L=l Zaeer= {00 @

k<n k<n

Nékolik dalsich zakladnich rovnosti se Stirlingovymi ¢isly je uvedeno ve cvicenich

1.2.6-61 a 1.2.7-6, a dale ve vztazich (23), (26), (27) a (28) z ¢asti 1.2.9.
Rovnost (49) je jen jednim piipadem obecnéjsiho jevu: Oba druhy Stirlin-

govych cisel [nfm} a {nfm} jsou polynomy stupné 2m v proménné n, a to pro

kazdé nezadporné celé m. Pro m = 2 a m = 3 dostavame naptiklad vztahy

)= () 2("F) {uad=("0)+2(5)

n—2] \4 4 ) n-2J "\ 4 4)’

n n n+1 n+2 n n+2 n+1 n
{n—?j*(ﬁ)%( 6 >+6( 6 )’{n—:s}*( 6 )+8( 6 )+6(6>'

(57)
M4, proto smysl definovat ¢isla [Tfm] a {Tfm} pro libovolné realné (nebo i kom-
plexni) hodnoty r. P¥i tomto zobecnéni jsou oba druhy Stirlingovych éisel své-
zény zajimavym zakonem duality

R <58>

jenz vyplyval z ptivodniho Stirlingova vykladu. Navic rovnost (45) plati i obecné,
a to v tom slova smyslu, Ze nekone¢na rada

cof, 1) <59>

konverguje, pokud je redlna éast ¢isla z kladna. Souvisejici vzorec (44) je podobné
mozné zobecnit na asymptotickou (nikoli vSak konvergentni) fadu:

ro_ r k_r—k r—m—1
z _;L—k]( )27+ O(2 ). (60)
(Viz cviceni 65.) V ¢astech 6.1, 6.2 a 6.5 CMath najdete dalsi informace o Stir-
lingovych cislech a o jejich Gpravach v rovnicich. Viz téz cviceni 4.7-21, kde je
popséna obecna mnozina trojihelnikt, jejichz velmi specidlnim piipadem jsou
pravé Stirlingova ¢isla.
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CVICENI
1. [00] Kolik je moznych kombinac{ t¥idy n — 1 z n prvka?
2. [00] Kolik je (7)?

3. [00] Kolik je moznosti rozdani bridzovych karet pro jednoho hrace (13 karet
z balicku 52)?

4. [10] Uvedte odpovéd na cviceni 3 jako soucin prvociniteli.
» 5. [05] Pomoci Pascalova trojihelniku vysvétlete, proé¢ je 11* = 14641.

» 6. [10] Pascaluv trojihelnik (viz Tabulka 1) mizeme pomoci souc¢tového vzorce (g)
rozsitit na vSechny strany. Uvedte tfi fadky, které Tabulku 1 rozsiti smérem nahoru
(tedy pro r = —1, —2 a —3).

7. [12] Je-li n pevné dané celé ¢&islo, pii které hodnoté k mé vyraz (}) nejvysst
hodnotu?

8. [00] Kterd vlastnost Pascalova trojihelniku se odrazi v ,podmince symetrie® (6)?
9. [01] Cemu se rovna (7)? (Uvazujte viechna celd &isla n.)

» 10. [M25] Pokud je p prvocislo, ukazte, Ze:

a) (n) = \‘%J (modulo p).

p

b) (i) =0 (modulo p), pro 1 <k <p-—1.

c) (p ; 1) = (_1)k (modulo p), pro0 < k < p— 1.

d) (pzl) =0 (modulo p), pro2 <k <p-—1.

e) (E. Lucas, 1877.)
n\ _ (|n/p] (n modp)
= dulo p).
(k) <Lk/pj> k mod p (modulo p)
f) Jestlize vyjadieni ¢isel n a k v p-arni ¢iselné soustavé muzeme zapsat jako
n=ap ++ap+a, () =0 GG
k = .. dulo p).
k= b';-pr 4+ -+ blp + bO, pa k bT- bl bO (HlO ulo p)
» 11. [M20] (E. Kummer, 1852.) Necht p je prvocislo. Ukazte, ze pokud p™ déli
(a + b)
a
ale p"*! je nedéli, pak n je rovno poétu prenost, které vzniknou pii pficteni a k b

v p-arni ¢iselné soustavé. [Ndpovéda: Viz cviceni 1.2.5-12.]

12. [M22] Existuje néjaké kladné celé ¢islo n, pro které jsou vSechny nenulové hodnoty
v n-tém radku Pascalova trojihelniku liché? Pokud ano, najdéte vSechna takové n.

13. [M13] Dokazte sumaéni vzorec (10).
14. [M21] Vypoctéte hodnotu S p_ k*.
15. [M15] Dokazte binomickou vétu (13).
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16. [M15] Jsou-li dana kladna celd n a k, dokazte symetrickou rovnost

n —nNn k —k )
—1 = (-1 .
(e fy) =0
» 17. [M18] Dokazte Chu-Vandermondiv vzorec (21) ze vztahu (15) a s vyuzitim rov-
nosti (1 +2)" " = (14+2)"(1 + x)*.
18. [M15] Dokazte vztah (22) pomoci (21) a (6).
19. [M18] Dokazte vztah (23) indukei.
20. [M20] Dokazte vztah (24) s pouzitim vztahtu (21) a (19) a poté ukazte, Ze pfi
jiném vyuziti (19) dostanete (25).
> 21. [M05] Obé strany vztahu (25) jsou polynomy v proménné s; pro¢ neni tato rovnice
identitou v s?7
22. [M20] Dokazte vztah (26) pro specidlni pfipad s =n — 1 —r + nt.
23. [M13] Predpokliddejme, ze (26) plati pro (r,s,t,n) a pro (r, s—t, t, n—1); dokazte
jej také pro (r, s + 1, t, n).

24. [M15] Vysvétlete, pro¢ kombinaci vysledki predchozich dvou cviceni dostaneme
dukaz vztahu (26).

25. [VM30] Necht je polynom A, (x,t) definovan podle vztahu (30). Déle necht z =
= 2" — 2’. Dokaite, Ze pii dostatecné malé hodnoté z plati 3, Ax(r,t)zF = 2"
[Pozndmka: Pro t = 0 znamend tento vysledek v podstaté binomickou vétu, pficemz
uvedend rovnost je jejim dulezitym zobecnénim. V dikazu miZete vyuzit platnost
oby¢ejné binomické véty (15).] Ndpovéda: Zacnéte rovnosti

S () )

26. [VM25] Z predpokladu v predchazejicim cviceni dokazte, ze

r+1

Z(r ;tk>zk T +x1):c —t

k

27. [VM21] Vyfteste Pifklad 4 z textu pomoci vysledku cviceni 25 a dokazte vztah
(26) z predchozich dvou cviceni. [Ndpovéda: Viz cvifeni 17.]

28. [M25] Dokazte, ze
r+tk s—tk\ _ r+s—=k\ »
Z( k )(n—k)iz( n—k )t’
k k>0
pro nezaporné celé ¢islo n.

29. [M20] Ukazte, ze vztah (34) je specidlnim pfipadem obecné rovnosti dokdzané ve
cviceni 1.2.3-33.

» 30. [M2j] Ukazte, Ze je mozné Pifklad 3 vyTesit lepsim zptsobem, nez jaky byl uveden
v textu; upravte sumu tak, ze na ni budete moci aplikovat vztah (26).

» 31. [M20] Vypoctéte
Z(m—r+8)(n+7‘—s>(r+k>
: k n—=k m+n
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a vysledek vyjadrete pomoci r, s, m a n, pokud m a n jsou cel ¢isla. Za¢néte ndhradou
(i) = 20 )6
m-+n r m+n-—j 7
32. [M20] Ukaite, ze > ,[}]z" = 2" kde ™ je rostouci faktoridlova mocnina defino-
vand vztahem 1.2.5—(19).

33. [M20] (A.Vandermonde, 1772.) Ukazte, Ze binomick4 véta plati také v pfipadé, ze
do ni namisto obycejnych mocnin zapiseme faktoridlové mocniny. Jinymi slovy: dokazte

et =3 ()= @rn =3 ()

k k

34. [M23] (Torelliho soucet.) Ve svétle predchoziho cviceni ukazte, ze Abelovo zobec-
néni binomické véty (16) plati také pro rostouci mocniny:

(x4+y)" = ;(Z)x(x —kz+ 1)y + k2)" ",
35. [M23] Dokazte souc¢tové vzorce (46) pro Stirlingova ¢isla pfimo z definic, tedy ze
vztahi (44) a (45).
36. [M10] Cemu serovnd soucet >, (}) ¢isel v kazdém fadku Pascalova trojihelniku?
Jaky je soudet téchto &isel se stifdavymi (alternujicimi) znaménky, 3, (7)(—1)*?
37. [M10] Z odpovédi na predchozi cviceni odvodte hodnotu souc¢tu kazdého druhého
éisla v fadku, tedy (p) + (5) + () + -
38. [VM30] (C. Ramus, 1834.) Zobecnéte vysledek predchoziho cviceni a ukaizte, ze
pro 0 < k < m plati nésledujici vzorec:

n n n 1 Jr\* . jn—2k)mw
(k>+(m+k>+(2m+k>+ T m Z (QCOSm) o8 m ’

0<j<m

(1) () (5) o= 3 v2mm ©52)

[Ndpovéda: Najdéte spravnou kombinaci téchto koeficienti, ndsobenych m-tou odmoc-
ninou jednicky.] Tato identita je pozoruhodn4 zejména pro m > n.

Napriklad:

39. [M10] Cemu je roven soucet > ,[7] &isel v kazdém Fadku Stirlingova prvniho
trojuhelniku? Jaky je soudet téchto ¢&isel se stiidavymi (alternujicimi) znaménky? (Viz
cviceni 36.)
40. [VM1’7J Funkce B B(z,y) je pro kladné redlna ¢isla z, y definovdna vztahem
B(z,y) = [, t* (1 —t)y" " dt.

a) Ukazte, ze B(z,1) = B(1,z) = 1/z.

b) Ukazte, ze B(z + 1, y) + Bz, y + 1) = B(x, y).

c) Ukaizte, ze B(z,y) = ((z +y)/y) B(z, y + 1).
41. [VM22] Ve cvifeni 1.2.5-19 jsme dokézali relaci mezi funkci{ gama a funke{ beta;
pro kladné celé m jsme tak ukdzali, ze Iy, () = m"B(z,m + 1).

a) Dokazte, ze

L' (y)m®

B PPy

Bz, y+m+1).
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b) Ukazte, ze

P@)r()

I'(z+vy)

42. [VM10] Vyjadiete binomicky koeficient (}) pomoci vyse definované funkce beta.
(Timto zptusobem mizeme definici rozsifit na vSechny realné hodnoty k.)

43. [VM20] Ukazte, ze B(1/2,1/2) = m. (Ze cviceni 41 mizeme nyni odvodit, Ze
L(1/2) = /7.

44. [VM20] Pomoci zobecnéného binomického koeficientu, definovaného ve cviceni 42,

ukazte
' _ o2r+1 27’)
(1/2) =2 /( r) T

45. [VMZ21] Pomoci zobecnéného binomického koeficientu, definovaného ve cviéeni 42,
zjistéte lim, o0 (;) /rk.

B(z,y) =

46. [M21] Pomoci Stirlingovy aproximace, vztahu 1.2.5—(7), najdéte pfibliznou hod-

notu (zzy) pri velkych hodnotéch = a y. Zejména urcete pribliznou velikost ¢isla (277)

pro velké hodnoty n.
47. [M21] Je-li k celé &islo, ukazte

(r) (r— 1/2) _ (27’) (zr— k) 4k (2r) (2k> e
k k "\ k k —\2k k '
Uvedte také jednodussi vzorec pro specidlni piipad r = —1/2.

48. [M25] Ukazte, ze

n (_1)]67 n! 1
Z<k‘) k+a  ze+1)...(z+n) (")

k>0

pokud jmenovatele nejsou nulové. [VSimnéte si, ze tento vztah definuje prevracenou
hodnotu binomického koeficientu a také rozvoj vyrazu 1/z(x + 1)...(x + n) do parci-
alnich zlomki.]

49. [M20] Ukazte, 7e z rovnosti (1 4+ x)” = (1 — 22?)"(1 — )" vyplyvé relace nad
binomickymi koeficienty.

50. [M20] Dokazte Abeliv vzorec (16) ve specidlnim piipadé = + y = 0.

51. [M21] Dokazte Abeltiv vzorec (16) tak, ze dosadite y = (z + y) — z, rozvinete
pravou stranu v mocninéch (z + y) a aplikujete vysledky pfedchoziho cviéeni.

52. [VM11] Dokazte, ze pro nezéporné celé ¢islo n nemusi Abelova binomické véta
(16) vzdy platit; vypoctéte pravou stranu pron =z = -1,y = z = 1.

53. [M25] (a) Dokazte nasledujici rovnost indukei podle m, pokud m a n jsou celd

Cisla:
ij:(li) (nik)(nr_ (r+s)k) = (m—i—l)(n—m)(m:l) (njm)

k=0

(b) Vyuzijte dulezité relace ze cvideni 47,

) =G0 ()= () =m0 ) o
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a ukazte, ze je mozné ziskat nésledujici vzorec jako specialni pripad rovnosti z ¢asti

(a):
3 G [ B i G R (9

k=0

(Tento vysledek je vyrazné obecnéjsi nez (26) pro p¥ipad r = —1, s =0, t = —2.)
54. [M21] Uvazujte Pascaliv trojuhelnik (ktery je uveden v Tabulce 1) jako matici.

Jak k ni vypadé inverzni matice?

55. [M21] Uvazujte kazdy ze Stirlingovych trojuhelniki (viz Tabulka 2) jako matici
a opét k nim urcete matici inverzni.

56. [20] (Kombinatorickd ciselnd soustava.) Pro kazdé celé ¢islon =0, 1, 2, ..., 20,
najdéte tii celd ¢isla a, b, ¢, pro kterd je n = (‘;) + (g) + (i) aa>b>c>0. Vite, jak
bude tato konstrukce pokracovat pro vyssi hodnoty n?

57. [M22] Ukazte, Zze koeficient a,, ve Stirlingové pokusu o zobecnéni faktoridlové

funkce, tedy vztahu 1.2.5-(12), je

S () wk

E>1

58. [M23] (H. A. Rothe, 1811.) V notaci podle vztahu (40) dokazte ,g-nomickou
vétu“:

ne n _

k k/q

Najdéte také g-nomické zobecnéni zékladnich identit (17) a (21).
59. [M25] Posloupnost ¢&isel Apk, n > 0, k > 0, spliiuje relace Ano = 1, Aor = dok,
Ak = Apn—iyp + Ap—1)(e—1) + (:) pro nk > 0. Urcete A, k.
60. [M23] Vidéli jsme, ze (}) je pocet kombinaci k-té tfidy z n, tedy podet zptsobi,
jakymi je mozné vybrat k rtiznych prvki z mnoziny n prvki. Obycejnym kombinacim
se podobaji také kombinace s opakovdnim, ve kterych muzeme kazdy prvek vybrat
i vicekrat. Do seznamu (1) tak mizeme u kombinaci s opakovanim navic zapsat aaa,
aab, aac, aad, aae, abb atd. Kolik je kombinaci k-té tfidy z n prvkua s opakovanim?

61. [M25] Vypoctéte sumu
n+1 k k—m
—1
L Hn e

a ziskejte tak podobny vztah jako v (55).

62. [M23] V textu jsou uvedeny vzorce pro soucty se sou¢inem dvou binomickych ko-

vexs

nasledujici vztah a identita ze cviceni 31:

g(l+m\/m+n\/n+l\ ({(+m+n) ,
Z(—l) (l—l—k)(m—&—k)(n—i—k)iil!m!n! , procelé l,m,n > 0.
k

(Suma zahrnuje kladné i zaporné hodnoty k.) Dokazte tuto rovnost.
[Ndpovéda: Existuje velmi kratky diikaz, na jehoz za¢atku aplikujeme vysledek cviceni
31.]
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63. [M30] Jsou-lil, m an celd ¢isla a je-li n > 0, dokazte ze

j+k(J Tk r n s+n—j3—k [n+r s—r
e () G CT ) = GG
Iy k+1/\j/\k m—j n+l/\m-n-—1
64. [M20] Ukaite, ze {'} je pocCet zpusobt rozkladu mnoziny n prvki do m ne-
prazdnych disjunktnich podmnozin. Mnozinu {1, 2, 3,4} muzeme napiiklad rozdélit na
dvé podmnoziny {3} = 7 zpisoby: {1,2,3}{4}; {1,2,4}{3}; {1,3,4}{2}; {2,3,4}{1};
{1,2}{3,4}; {1,3}{2,4}; {1,4}{2,3}. Ndpovéda: Vyuzijte vztah (46).

65. [VM35] (B. F. Logan.) Dokazte vztahy (59) a (60).
66. [VM30] Predpokladejme, ze x, y a z jsou redlnd ¢isla, kterd spliuji vztah

(=002

kdex>n—1,y>n—1,2z>n—2an je celé ¢islo > 2. Dokazte, ze

( v )§< y >—|—( i ) tehdy a jen tehdy, je- li Yy >z
n—1 n—1 n—2

x Y z . Lo
< h h -1 <z
(n+1)_<n+1>+(n) tehdy a jen tehdy, je- li v=z

67. [M20] Casto potfebujeme zjistit, jestli binomické koeficienty nejsou p¥ilis velké.
Dokazte tuto snadno zapamatovatelnou horni hranici

k
n ne

< | — je-lin >k > 0.
(k)_(k)’ jelin>k>0

68. [M25] (A. de Moivre.) Dokazte, ze pro nezidporné celé n plati

Z(Z)pk(l - p)"*k|k — np| = 2[np)| ( ’_TZ)_' >pf"zﬂ (1- p)n+17(np}.

k

1.2.7. Harmonicka cisla

Nasledujici suma bude mit pro nasi dalsi praci velky vyznam:

PREUESE SURUE S S o
" 2 3 no k’ =
k=1

V klasické matematice se tato suma pfili§ ¢asto neobjevuje, a nema proto zave-
denu ani zddnou standardni notaci; pfi analyze algoritmil se s ni ale setkdvame
kazdou chvili, a proto ji budeme dusledné oznacovat H,,. (Kromé H,, najdeme
v matematické literatufe také notace h,, a S, pfipadné ¢(n+1)+~. Pismeno H
znamend ,harmonickd® a ¢islo H, nazyvame harmonické ¢islo, protoze rozvoj
(1) se bé&Zné nazyva harmonickou fadou.)

Na prvni pohled by se mohlo zdat, ze ¢isla H,, nijak pfilis nerostou ani pri
velkych hodnotach n, protoze do fady pri¢itame stale mensi a mensi ¢isla. Ve
skutecnosti ale neni tézké nahlédnout, ze H,, pii vhodnych velkjch hodnotach n
roste nade vSechny meze, protoze

Hom > 1+ % (2)
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Tato dolni hranice vychazi z pozorovani, ze pro m > 0 mame

1 1 1
Homy1 = Hom B,
om+1 2 +2m+1+2m+2+ +2m+1
1 1
2H271L+W+W+---+W:H2m+§.

Jestlize se tedy m zvys$i o jednicku, zvysi se leva strana vztahu (2) nejméné o %

Hodnotu cisel H,, je ale dilezité zkoumat detailnéji nez jen pomoci nerov-
nosti (2). Priblizna velikost ¢isla H,, je dobfe zndmou veli¢inou (pfinejmensim
v matematickych kruzich) a mizeme ji vyjadrit

1 1 1 1

o =nnty+ o = et oot~ @ 05 25308 )
Cislo v = 0,5772156649 . .. je zde Fulerova konstanta, kterou zavedl Leonhard
Euler v Commentarii Acad. Sci. Imp. Pet. 7 (1734), 150-161. Pfesné hodnoty H,
pro mala n jsou spolu s hodnotou « na 40 desetinnych mist uvedeny v tabulkich
pfilohy A. Vztah (3) si odvodime v ¢asti 1.2.11.2.

H,, je tedy pomérné rozumné blizké prirozenému logaritmu n. Ve cviceni
7(a) si jednoduse ukazeme, Ze ma H,, skuteéné ponékud logaritmické chovani.

V jistém slova smyslu se ale H,, pro rostouci n pouze blizi nekone¢nu, protoze

podobna suma

1 1 1
T T R M (4)
je pro vSechna n ohranicend, pokud je r libovolny redlny exponent vétsi nez

jedna. (Viz cviceni 3.) Sumu ze vztahu (4) oznacujeme jako a".

Pokud je exponent r ve vztahu (4) roven nejméné 2, je hodnota HT(,,T) dosti
blizké své maximalni hodnoté HS, s vijimkou velmi maljch n. Veli¢ina HS je
v matematice velmi dobfe znama a fika se ji Riemannova funkce zeta:

HY ==Y - (5)

k>1

Je zndmo, Ze pokud je r sudé celé ¢islo, je hodnota ((r) rovna

1 2m)"
HT) = 3 | B, | ( 7:) , pro celé r/2 > 1, (6)
7l
kde B, je Bernoulliho &islo (viz ¢4st 1.2.11.2 a Pfiloha A). Zejména je:
2 4 6 8
gHO T g _ T e _ T e _ T
TG T To0n T T a5 U T 9450 @

Téchto vysledkt dosahl Euler; podrobnéjsi vyklad a dikaz viz CMath, § 6.5.

Nyni se podivime na nékolik dtlezitjch sum s harmonickymi ¢isly. Nejprve

i:Hk:(n-l-l)Hn—n. (8)
k=1
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Tento vztah vyplyva z jednoduché zamény poradi sumace:
1 E”: n+1—j
1 k:jj N j=1 J '
Vztah (8) je specidlnim p¥ipadem sumy > ,_, ( )Hk, kterou nyni vypoc-
teme pomoci dilezité metody nazyvané sumace po &astech (viz cviceni 10).

Sumace po ¢éstech je uzitecnou technikou vypoctu sumy > axrbr a muzeme ji
pouzit, pokud existuje jednoduchéd forma veli¢in > ax a (bgy1 — bg). V tomto

pflpadé e

k k+1 1 k
(m)Hk B (m—i— 1) (HkH B k‘+1) B <m+1>Hk’

(5= (2 ) (L )m) e
A(Grme- G- £

k=1
n

n+1 1 1 k 1 0
= H,i1— H —— [ .
(m—i—l) ntl (m—i—l) ! m+1]§(m)+m+l(m)

Aplikaci vztahu 1.2.6-(11) jiz dostaneme pozadovany vzorec:

()= (50 (= ) g

k=1

a proto

(Toto odvozeni a jeho konecény vysledek jsou analogii k vypoctu

"o npmtl 1 1
" Inxdr = <lnn7 )+
1 m+1 m+1 (m+1)2

metodou, ktera se v ucebnicich integrélniho po¢tu nazyva integrace per partes.)
V zavéru této ¢asti textu se podivame na jiny typ sumy, >, ( )x Hi, kterou
si na chvili stru¢néji oznac¢ime S,,. Vidime, ze

=R () () T )

k k>1

1 n+1\ ,
— S, S, + +1Z< N )x

k>1
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Je tudiz Spq1 = (z +1)S, + ((z + 1) — 1) /(n + 1), piicem# méme
Sn+1 Sh, 1 1

G D @) nrl D@t

7 této rovnice a z faktu, ze S; = x, pak dostavame
Sn = 1
SRR & S N —
(@+1)" kz_l k(z + 1)F (10)

Nové suma je soucésti nekoneéné fady 1.2.9-(17) pro In(1/(1 — 1/(z + 1))) =
= 1In(1 + 1/x), pfiéemz pro x > 0 je fada konvergentni; rozdil je

1 1 1 1
]gl k(x + 1)k = (n+1)(z + 1)»t? Ig) (z+ 1)k B (n+1)(x+ 1)z’

Tim jsme dokézali nasledujici vétu:

Véta A. Je-li x > 0, pak

i(Z)kak =(x+1)" (Hn —ln(l + %)) +e,

k=1

kde0 <e<1/(z(n+1)). 1|

CVICENI
1. [01] Cemu se rovna Ho, Hy a Ha?

2. [13] Ukazte, ze mirnou ipravou argumentu, pomoci néhoz jsme v textu dokazali
Hym > 14 m/2, mizeme dokdzat také Hom < 1+ m.

3. [M21] Zobecnénim argumentu z predchoziho cviceni ukazte, Ze pro r > 1 zustava
suma H.” ohraniéené pro vSechna n. Najdéte prislusnou horni hranici.

» 4. [10] Rozhodnéte, které z nésledujicich vyroku plati pro vSechna kladné celd n:
(a) Hn <Inn. (b) Hy > Inn. (c) Hy > Inn + 1.

5. [15] S pomoci tabulek v P¥{loze A uvedte hodnotu Higooo na 15 desetinnych mist.

6. [M15] Dokazte, Ze harmonickd ¢éisla pfimo souvisi se Stirlingovymi ¢&isly, kterd
jsme si zavedli v predchézejici Casti textu; fakticky je

ne [

7. [M21] Necht T'(m,n) = Hp, + Hpn — Hmn. (a) UkaZte, Ze s rostoucim m nebo n
se T'(m,n) nikdy nezvysuje (pokud jsou m a n kladna éisla). (b) Vypodtéte minimaln{
a maximaln{ hodnoty T'(m,n) pro m,n > 0.

8. [VM18] Porovnejte vztah (8) se sumou Y ;_, Ink; odhadnéte rozdil jako funkci
proménné n.

> 9. [M18] Véta A plat{ jen pro z > 0; ¢emu se rovnd zminénd suma pro x = —17
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10. [M20] (Sumace po édstech.) Specialni piipady obecné metody sumace po ¢dstech
jsme vyuzili ve cvideni 1.2.4-42 a v odvozeni vztahu (9). Dokazte obecny vzorec

Z (@k+1 — ar)br = anbn — a1by — Z ak+1(bry1 — bi).

1<k<n 1<k<n

» 11. [M21] Metodou sumace po Castech vypoctéte

2 k(k—1) —1 He.
1<k<n

» 12. [M10] Vypoctéte H% g presnosti nejméné na 100 desetinnych mist.
13. [M22] Dokazte rovnost

Zk_H +Z( )x_l

(Vsimnéte si zejména specidlniho pfipadu x = 0, ze kterého vyplyva identita souvisejici

se cvicenim 1.2.6-48.)

14. [M22] Ukaite, ze Y p_, Hy/k = 3(H2 + HYY), a vypoctéte Sr_, Hy/(k + 1).

» 15. [M23] Vyjadiete >°p_, H? pomoci n a Hy.

16. [!
17. [M24] (E. Waring, 1782.) Necht p je liché prvocislo. Ukazte, ze Citatel Hp—1 je
délitelny p.
18. [M33] (J. Selfridge.) Jaké nejvyssi mocnina 2 déli ¢itatele zlomku 1+ % 4 -+ +
+ 2n171 ?

» 19. [M30] Uvedte vSechna nezdporna celd &isla n, pro kterd je Hy, celé ¢islo. [Ndpovéda:
Pokud mé H, lichého ¢itatele a sudého jmenovatele, nemuze byt celym ¢islem.]

8] Vyjédiete sumu 1+ 5 +- 4+ m pomoci harmonickych cisel.

20. [VM22] Sumacni problémy, jako je napiiklad problém vedouci v této Casti textu
k Vété A, je mozné fesit také analytickym zptisobem: Pokud je f(z) = >, arz”
a pokud tato fada pro z = x¢ konverguje, dokazte, ze -

ZakmOHk—/ fwol_ ajoy)dy

k>0

21. [M24] Vypoctéte >, Hx/(n+1—k).
22. [M28] Vypoctéte > ) HiHn_p.

» 23. [VM20] UvaZujte nyn{ funkci IV(z)/T'(z) a ukaZte, jak je moZné vytvofit pfirozené
zobecnéni funkce H,, na necelo&iselné hodnoty n. MuZete vyuzit rovnosti I'(1) = —v
a predbéhnout tak nasledujici cviceni.

24. [VM21] Ukazte, ze

ze’” H ((1 + %)e_x/k) = ﬁ

k>1

(Uvazujte ¢asteéné soudiny tohoto nekoneéného soucinu.)
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1.2.8. Fibonacciho cisla
Posloupnost

0,1, 1,2, 3, 5,8, 13, 21, 34, ..., (1)
ve které je kazdé z ¢isel souctem dvou predchazejicich, hraje vyznamnou roli
v nejméné desitce zdanlivé nesouvisejicich algoritmt, které budeme pozdéji stu-
dovat. Cisla v posloupnosti se oznac¢uji F,, a formalné je definujeme

Fo=0; =1 Fopo=Fypi+F,, n>0. (2)

Tuto slavnou posloupnost zvetejnil roku 1202 Leonardo Pisansky (Leonardo
z Pisy), ktery byva nazjvan Leonardo Fibonacci (Filius Bonaccii, syn Bonaccia).
Jeho Liber Abaci (Kniha o abaku) obsahuje néasledujici cviceni: ,Kolik part
kralika se rozmnozi z jediného paru za jeden rok?“ Pro feSeni tohoto problému
jsou dale uvedeny zjednodusujici predpoklady, podle nichz kazdy par zplodi
kazdy meésic novy parek potomku a tento novy par zacne rodit ve véku jednoho
mésice. Kralici navic neumiraji. Za jeden mésic budeme mit 2 pary kralikd, po
dvou mésicich jsou jiz 3, pristiho mésice ptivodni par i par narozeny v prvnim
mésici pfivedou na svét novy par a celkem jich bude 5 a tak déle.

Fibonacci byl zdaleka nejvétsim evropskym matematikem stfedovéku. Stu-
doval dilo al-Chwarizmiho (po némzZ jsou pojmenovany ,algoritmy®, viz ¢ast
1.1) a pfispél celou fadou origindlnich poznatkt do aritmetiky i geometrie. Jeho
spisy byly pretistény ve dvou svazcich roku 1857 [B. Boncompagni, Scritti di
Leonardo Pisano (Rim, 1857-1862); posloupnost F}, je uvedena ve svazku 1,
283-285]. Problém kralikii nebyl samozfejmé piedlozen jako praktickd aplikace
z biologie nebo z rustu populace; bylo to cviceni ze s¢itani. Také na pocitacich je
dobrym cvi¢enim ze s¢itani (viz cviceni 3); sam Fibonacci napsal: , Toto [s¢iténi]
je mozné provadét po nekoneéné mnoho mésict.”

Nez posloupnost (F),) popsal ve svém dile Fibonacci, hovofili o ni jiz dfive
indicti ucenci, ktefi se dlouho zajimali o rytmické vzorky tvorené z jednodobych
a dvoudobych not ¢i slabik. Pocet takovychto rytmi s n dobami je pravé F, i1;
proto se jiz Gopala (pfed 1135) a Hemacandra (okolo 1150) vyslovné zmitiuji
o posloupnosti ¢isel 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, ... [Viz P. Singh, Historia Math. 12
(1985), 229-244; viz téz cviceni 4.5.3-32.]

Stejné posloupnost se objevuje také v dile Johannese Keplera z roku 1611,
ktery premital o ¢islech okolo sebe [J. Kepler, The Six-Cornered Snowflake
(Oxford: Clarendon Press, 1966), 21]. Kepler podle vSseho nevédél, Ze se o této
posloupnosti jiz zminil Fibonacci. Fibonacciho ¢isla byla mnohokrat pozorovana
v prirodé, ziejmé z dtivodl podobnych ptivodnim tivaham k problému s kraliky.
[Neobydejné piehledné vysvétleni viz Conway a Guy, The Book of Numbers (New
York: Copernicus, 1996), 113-126.]

Prvni naznaky tazké spojitosti mezi ¢isly Fj, a algoritmy pfisly na svétlo roku
1837, kdy E. Léger vyuzil Fibonacciho posloupnost ke studiu efektivity Euklidova
algoritmu. Zjistil, Ze pokud ¢isla m a n v Algoritmu 1.1E nejsou vétsi nez Fy,
probéhne krok E2 nejvyse k + 1-krat. To byl prvni piipad praktického uplatnéni
Fibonacciho posloupnosti. (Viz Véta 4.5.3F.) Béhem 70. let 19. stoleti ziskal ma-
tematik E. Lucas velmi presné vysledky o Fibonacciho ¢islech a zejména pomoci
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nich dokazal, ze ¢islo 2127 — 1 se 39 ¢islicemi je prvocislem. Lucas pojmenoval
posloupnost (F,,) ,Fibonacciho ¢isla“ a takto se ji ¥ikd dodnes.

Fibonacciho ¢isla jsme jiz krétce zkoumali v ¢éasti 1.2.1 (viz vztah (3) a cvi-
ceni 4), kde jsme zjistili, ze ¢" 2 < F,, < ¢" 1, pokud je n kladné celé ¢islo
a pokud

¢=3(1+V5). (3)
Za chvilku uvidime, Ze tato veli¢ina ¢ je s Fibonacciho ¢isly velmi tzce spjata.

Samotné ¢islo ¢ mé velmi zajimavou historii. Euklides je nazyval ,, pomérem
krajnosti a stfedu®; pomér A ku B je totiz stejny jako A + B ku A, pokud je
pomér A ku B roven ¢. Renesanéni spisovatelé jej nazyvali ,bozskym pomérem*
(divina proportio) a v 19. stoleti zacal byt béZné nazyvan ,zlaty fez“. Mnoho
umélcid a spisovateld tvrdi, ze pomér ¢ ku 1 je ze vSech esteticky nejpfijemné;jsi
proporci, a jejich nazor se potvrzuje i z pohledu estetiky programovani pocitaci.
Cely pfibéh ¢isla ¢ si mizete precist ve vynikajicim ¢lanku “The Golden Section,
Phyllotaxis, and Wythoff’s Game”, ktery napsal H. S. M. Coxeter, Scripta Math.
19 (1953), 135-143; viz téz kapitola 8 knihy The 2nd Scientific American Book of
Mathematical Puzzles and Diversions, jejimz autorem je Martin Gardner (New
York: Simon and Schuster, 1961). Nékolik hojné rozsifenych myti o ¢isle ¢
rozebral George Markowsky v College Math. J. 23 (1992), 2-19. Jeden z prvnich
evropskych poctaiskych mistrti Simon Jacob, ktery zemfel roku 1564, jiz védél,
Ze se pomér F,1/F, blizi k ¢ [viz P. Schreiber, Historia Math. 22 (1995),
422-424).

Notace, které pouzivame v této ¢asti textu, jsou pon€kud zapomenuté. Ve
vyrazné Casti vyssi matematické literatury se F), oznacuje jako u, a cislo ¢
se pro zménu nazyva 7. Nase notace se pouziva témér vyhradné v rekreacni
matematice (a také v nékteré brakové literatufe!) a rychle se rozsifuje. Oznaceni
¢ pochézi ze jména Feckého umélce Feidiase, ktery idajné pouzival zlaty fez na
svych sochach. Zapis F;, je pak v souladu se zvyklosti pouzivanou ve Fibonacci
Quarterly, kde ¢tendf najde fadu zajimavych faktt o Fibonacciho posloupnosti.
Dobrym zdrojem z klasické literatury k F;, je kapitola 17 knihy L. E. Dickson,
History of the Theory of Numbers 1 (Carnegie Inst. of Washington, 1919).

Fibonacciho ¢isla spliuji mnozstvi zajimavych rovnosti, z nichz nékteré jsou
uvedeny ve cviCenich na konci této casti textu. Jedna z nejcastéji uvadénych re-
laci, o které se zminuje Kepler v dopise z roku 1608, ale kterou poprvé publikoval
az J. D. Cassini [Histoire Acad. Roy. Paiiz 1 (1680), 201], je

Fn+1Fn71 - FS - (_1)n7 (4:)

coz snadno dokazeme indukci. Zajimavéjsi zptusob dikazu stejného vzorce zac¢ina
jednoduchym induktivnim dikazem maticové rovnosti

Foiw By 1 1\»
( )=(i o) ®
F, F,1 1 0
Poté z obou stran rovnosti vypoc¢teme determinant.

Z relace (4) vidime, Ze F,, a F, 1 jsou nesoudélné, protoze jakykoli spoleény
deélitel by musel byt také délitelem ¢isla (—1)™.
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Podle definice (2) okamzité zjistime, ze
Foys=Fopo+ Foy1 =2F 1+ Foy Fopa = 3F0 41+ 2F,;
a dale obecné indukci
Foym =FnFov1 + FnaFy (6)

pro kazdé kladné celé ¢islo m.
Jestlize ve vztahu (6) polozime m za nasobek n, indukei zjistime, Ze

F, je nasobkem F,.

Kazdé treti ¢islo je tak sudé, kazdé ¢tvrté je nasobkem 3, kazdé paté je nasob-
kem 5 atd.

Ve skutecnosti plati ale mnohem vice tvrzeni. Jestlize nejvétsiho spole¢ného
délitele m a n oznacime jako nsd(m,n), plati dosti pfekvapiva véta:

Véta A (E. Lucas, 1876). Cislo déli F,, a F,, tehdy a jen tehdy, je-li délitelem
F,4, kde d = nsd(m,n); zejména,

nSd<Fma Fn) = Fnsd(m,n)~ (7)

Diikaz. Tento vysledek dokazeme pomoci Euklidova algoritmu. Vidime, ze vzhle-
dem k (6) je kazdy spolecény délitel F,,, a F,, také délitelem F), ,,, a naopak,
kazdy spolecny délitel F,,,, a F, je také délitelem F,,F), ;1. Protoze F, 1 je
s F,, nesoudé€lné, spolecny délitel F), 1, a F, déli také F,,. Dokazali jsme tudiz,
Ze pro libovolné ¢islo d

d déli F,, a F, tehdy a jen tehdy, pokud d déli F,,.,, a F,. (8)

Nyni ukizeme, Ze kaZdd posloupnost (F),), pro kterou plati tvrzeni (8) a pro
kterou je Fy = 0, spliiuje také Vétu A.
Nejprve si ujasnime, Ze vyrok (8) mtizeme indukei podle & rozsifit do tvaru

d déli F,,, a F, tehdy a jen tehdy, pokud d déli Fy, i, a Fy,

kde k je libovolné nezaporné celé ¢islo. Tento vysledek muzeme formulovat struc-
néji:
d déli Fy, moan a F, tehdy a jen tehdy, pokud d déli F,, a F,. (9)

Jestlize nyni r je zbytek po déleni m cislem n, tedy jestlize r = m mod n, pak
kazdy spolecny délitel {F,, F,,} je také spoleénym délitelem {F,, F..}. Z toho
vyplyvé, Ze pfi manipulaci v Algoritmu 1.1E zlistdva mnozZina spole¢nych déliteli
{F, F,} nezménéna i pfi ménicim se m a n; koneéné pokud je r = 0, jsou
spolecné délitele jednoduse déliteli Fo = 0 a Flgq(m,n)- |

Vétsinu dtlezitych vysledkdt ohledné Fibonacciho ¢isel je mozné odvodit
z reprezentace F,, pomoci ¢, kterou si nyni ukazeme. Metoda, kterou povedeme
nasledujici odvozeni, je neobycejné dulezitd, a matematicky orientovany ctenar
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by ji mél peclivé prostudovat; stejnou metodu budeme podrobnéji zkoumat v na-
sledujici ¢asti textu.
Zacneme vytvorenim nekonecné fady

G(Z):F0+F12+F222+F3z3+F4z4+...
=24+22 428+ 324+ (10)

Zde nemame a priori zadny duvod oc¢ekavat, ze popsand nekonecna suma existuje
nebo Ze je funkce G(z) viibec néjak zajimava — ale nepodléhejme skepsi a podi-
vejme se, jaké zavéry o funkci G(z) odvodime, pokud existuje. Vyhodou takového
postupu je, Zze G(z) je jedind veli¢ina, kterd reprezentuje celou Fibonacciho
posloupnost najednou; pokud navic zjistime, ze G(z) je n&jakd ,zndma“ funkce,
mizeme stanovit i jeji koeficienty. Funkci G(z) nazveme generujici funkci pro
posloupnost (F,).
Mizeme tedy pokracovat v Setfeni funkce G(z):

2G(2) = Foz + F122 + Fp23 + Fyzt + -+ -
2G(z) = Foz? + 128 + Foz* + -
a tudiz po odecteni
(1—2—-2)G(2) = Fy+ (F1 — Fy)z + (Fy — Fy — Fy)2*
+(F3—F— )2+ (Fy— F5— o)z + -

Vsechny c¢leny az na druhy se vzhledem k definici F,, vyrusi, takze cely vyraz se
rovna z. Vidime tedy, ze pokud funkce G(z) existuje, je

G(2)=z/(1 —z—2%). (11)

Tuto funkci muzZeme ve skutecnosti rozvinout do nekonecné fady v proménné z
(Taylorovy fady); pfi zpétném postupu zjistime, Ze koeficienty rozvoje vztahu
(11) do mocninné fady musi byt Fibonacciho ¢isla.

Nyni budeme pracovat s funkei G(z) a zjistime dalsi vlastnosti Fibonacciho
posloupnosti. Jmenovatel 1 — z — 22 je tvofen kvadratickou rovnici se dvéma ko-
feny, %(71 +1/5); po mensim vypoéctu zjistime, Ze funkci G(z) mizeme metodou
parcialnich zlomkd rozvinout do tvaru

1 1 1
G(Z)ﬁ(l—qszl—@z)’ (12)
kde
d=1-¢=3(1-V5) (13)

Veli¢ina 1/(1 — ¢2) je souc¢tem nekonecéné geometrické fady 1+ ¢z + ¢22% + -+,
takze mame

G(z):%(1+¢z+¢222+~--—1—$z—@222—-~-).

Nyni se podivame na koeficient pti 2z, ktery musi byt roven F;,, a tudiz

Fp— % (6" — ™). (1)
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To je dilezity vyraz pro Fibonacciho ¢isla v uzaviené formé, ktery byl poprvé
objeven zacatkem 18. stoleti. (Viz D. Bernoulli, Comment. Acad. Sci. Petrop. 3
(1728), 85-100, §7; viz téz A. de Moivre, Philos. Trans. 32 (1722), 162178, ktery
ukézal, jak Tesit obecné linearné rekurentni posloupnosti v podstaté stejnym
zptisobem, jaky jsme zde odvodili ve vztahu (14).)

Mohli bychom jednoduse vyslovit vztah (14) a dokédzat jej indukci. Pod-
statou celého pomérné dlouhého odvozeni bylo ale ukéazat, jak je vibec mozné
tuto rovnici objevit, a to pomoci dtlezité metody generujicich funkci, kterd je
dtlezitym postupem pro Feseni Sirokého spektra problémi.

Ze vztahu (14) muzeme dokdzat spoustu véci. Nejprve si véimneme, ze @
je zdporné ¢islo (—0,61803...) s absolutni hodnotou mensi nez 1, takze pii
zvy$ujicim se n je " velmi malé. Veli¢ina ¢"/+/5 je dokonce vidy tak mald, ze
je

F,, = ¢"/\/5 zaokrouhleno na nejblizi celé éislo. (15)
Dalsi vysledky dostaneme pfimo z G(z); napfiklad:
1 1 1 2
G(z)? =< — ; 6
=5 (gt s ) ()

koeficient pii 2" ve vztahu G(2)? je Y ;_, FFy—j. Odvodime tedy, Ze

S FiFu = ((n+1)(¢" + ") — 2F,11)
h= = %((n +1)(Fy 4+ 2F,—1) — 2F,41)
Lin—1)F, + 2nF, . (17)

(Druhy krok v tomto odvozeni vyplyvé z vysledkl cvideni 11.)

CVICENI

1. [10] Jak zni odpovéd na puvodni problém Leonarda Fibonacciho: Kolik péru
kralikti budeme mit v chovu po jednom roce?
> 2. [20] Podivate-li se na vztah (15), jakd je pribliznd hodnota Figoo? (Vyuzijte loga-
ritmy z Piflohy A.)
3. [25] Napiste poéitacovy program, ktery vypocte a vypiSe hodnoty Fi az Fiooo
v desitkové notaci. (Velikost zpracovavanych ¢isel jsme uréili v pfedchozim cviceni.)

» 4. [14] Najdéte vSechna n, pro kterd je F,, = n.

5. [20] Najdéte viechna n, pro kterd je Fy, = n’.

6. [VM10] Dokazte vztah (5).

» 7. [15] Neni-li n prvocislem, pak ani F,, nen{ prvocislem (s jednou vyjimkou). Tvrzen{
dokazte a najdéte vyjimku.

8. [15] V fadé pfipadl je vhodné definovat F, i pro zdpornd n, a to podle pfedpo-
kladu, ze Fy12 = Fny1+ Fh, pro vsechna celé ¢isla n. Prozkoumejte tuto definici. Kolik
je F_17 Kolik je F_5?7 Je mozné vyjadrit F_, jednoduse pomoci F;,?

9. [M20] Na zakladé konvenci ze cviceni 8 stanovte, jestli plati vatahy (4), (6), (14)
a (15), pokud indexy mohou nabyvat libovolngch celych &isel.
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10. [15] Je ¢"/\/5 vétsi nez Fy,, nebo mensf nez F,?
11. [M20] Ukazte, ze ¢" = Fpdp+ Fno1 a ™ = F, & + F,,—1 pro vSechna celd &isla n.
» 12. [M26] Fibonacciho posloupnost ,druhého fadu“ je definovana pravidlem

-7:0207 -7:1:17 fn+2:]:n+1+-7:n+Fn~

Vyjadiete F,, pomoci F,, a Fpi1. [Ndpovéda: Vyuzijte generujici funkce.]

> 13. [M22] Vyjadrete nasledujici posloupnosti pomoci Fibonacciho éisel. kdyz r, s a ¢
jsou dané konstanty:

a) ap =T, a1 = S Ant2 = An41 + Gn, pron > 0.
b) bo=0,b1 =1; bpt2 =by+1 +bn +c, pron > 0.
14. [M28] Necht m je pevné dané kladné celé ¢islo. Najdéte an, pokud je

ap =0, a1 =1 an+2:an+1+an+(:;), pron > 0.
15. [M22] Necht f(n) a g(n) jsou libovolné funkce a pro n > 0 necht

ap=0, a1 =1, any2=ant1 +an+f(n);

bo=0, b1 =1, bpto=bpt1+bn+g(n);

co=0, c1=1, cnt2=Ccnt1+cn+2f(n)+yg(n).
Vyjadrete ¢, pomoci x, y, an, by a F,.

» 16. [M20] Fibonacciho ¢isla jsou skryta v Pascalové trojihelniku, pokud se na néj
podivame ze spravného thlu. Ukazte, ze soucet néasledujicich binomickych koeficienti

je Fibonacciho ¢islo: n

Z (TL — k)

e

17. [M24] Pomoci konvence ze cvi¢eni 8 dokazte nésledujici zobecnéni vztahu (4):
FoiiFm—t — FoFp = (—1)"Fop— i Fi.

18. [20] Je F2 + F?2,, vzdy Fibonacciho &islem?
» 19. [M27] Cemu se rovna cos 36°7
20. [M16] Vyjadiete >} _, Fr pomoci Fibonacciho ¢isel.
21. [M25] Cemu se rovna Y p_, Fyz"?
» 22. [M20] Ukaite, ze >, (7)Fm+r je Fibonacciho éislo.
23. [M23] Zobecnéte predchazejici cviCeni a ukazte, ze Y, (}) FfFf:lka*_k je vzdy
Fibonacciho ¢islo.

24. [VM20] Vypoctéte determinant fadu n X n
1 -1 0 0O ... 00 0

1 1 -1 0 0 0 0
0 1 1 -1 0 0 0
0 0 0 0 1 1 -
0 0 0 0 0 1

25. [M21] Ukazte, ze n ,
P (k=1)/2
> (k)

k liché
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» 26. [M20] Na zdkladé predchoziho cviceni ukazte, ze F), = 5=1/2 (modulo p), pokud
je p liché prvocislo.

27. [M20] Na zakladé predchoziho cvi¢eni ukazte, ze pokud je p prvocislo ruzné od 5,
pak budto Fp—1, nebo Fp4+1 (nikoli oboji) je ndsobkem p.

28. [M21] Kolik je Fyi1 — ¢Fn?
» 29. [M23] (Fibonomické koeficienty.) Edouard Lucas definoval veliciny

(n) _ FoFno1.. . Fokpr _ ﬁ (Fn7k+j)
LY N F;

=1

podobnym zpiisobem jako binomické koeficienty. (a) Vytvoite tabulku &isel (}) - pro
0 <k <n<6. (b) Ukazte, ze (2)}_ je vzdy celé ¢islo, protoze mame

n n—1 n—1
(k>}_—Fk—1( i )}_+Fn—k+1(k71)}_~

» 30. [M38] (D. Jarden, T. Motzkin.) Posloupnost m-tych mocnin Fibonacciho &isel
splnuje rekurentni relaci, ve které je kazdy cClen zavisly na predchozich m + 1 ¢lenech.
Ukazte, ze

m m— m— . .
Z(k)}_(—l)r( k)/Qan_'_kl =0, jelim>0.
k
Pro m = 3 dostavame napiiklad rovnost F2 — QFE_H — 2F3+2 + F§+3 =0.
31. [M20] Ukaite, ze Fon¢modl=1— ¢ 2" a Fopii¢pmod1l = ¢ 2"~ L

32. [M24] Zbytek po déleni Fibonacciho ¢isla jinym je + Fibonacciho éislo. Ukazte,
ze modulo F,, plati:

Fr, pokud m mod 4 = 0;
5 _ (=) R, pokud m mod 4 = 1;
mnctr = H"Fy, pokud m mod 4 = 2;

(_1)T+1+nFn7'r, pokud mmod 4 = 3.

33. [VM24] Je-li ddno z = 7/2 + iln ¢, ukaite, Ze sinnz/sinz = i' """ F,.

v

34. [M24] (Fibonacciho ¢iselnd soustava.) Necht notace k > m znamend, ze k >
> m + 2. Ukazte, ze kazdé kladné celé cislo n mé jednoznacnou reprezentaci ve tvaru
n="Fg +Fg+- -+ Fg,kde k1 > ko> - > k. > 0.

35. [M2j] (Ciselnd soustava ¢.) Uvazujme zépis redlnych &isel pomoci ¢islic 0 a 1 a z4-
kladu ¢; konkrétné tak (100,1)y = &% + ¢~ L. Ukaite, Ze &islo 1 je mo#né reprezentovat
nekoneéné mnoha zpusoby, napfiklad 1 = (0,11)4 = (0,011111...)4. Jestlize ale navic
vyslovime pozadavek, zZe se v rozvoji nevyskytuji dvé po sobé jdouci jednicky a ze cela
reprezentace nekon¢i v nekonecné posloupnosti 01010101.. ., pak kazdé nezdporné ¢islo
ma jedinecnou reprezentaci. Jak vypada reprezentace celych cisel?

36. [M32] (Fibonacciho retézce.) Necht S1 = ,a%, Sa = ,b* a Spi2 = Spnt1Sn, n >
> 0; jinymi slovy S,+2 vytvorime pripojenim S, na pravy konec S,41. Madme S3 =
= ,ba“, Sy = ,bab“, S5 = ,babba“ atd. Je zfejmé, ze S, ma F), pismen. Zkoumejte nyni
vlastnosti Sn. (Kde se vyskytuji zdvojend pismena? Dokéazete predpovédét hodnotu
k-tého pismene S,? Jaka je hustota vyskytu pismen b7 A tak déle.)

v
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» 37. [M35] (R. E. Gaskell, M. J. Whinihan.) Dva hra¢i hraji nésledujici hru: Na hro-
madce je n kament; prvni hra¢ odebere libovolné mnoho kament, nesmi ale odebrat
celou hroméadku. Déle se hraci v tazich stridaji a kazdy odebere jeden nebo vice kamenii,
ale odebrat nesmi vice nez dvakrdt tolik kameni jako predchozi hrdc. Vitézi hrac, ktery
odebere posledni kdmen. (Uvazujme napfiklad n = 11; hrd¢ A odebere 3 kameny,
hra¢ B muze odebrat nejvyse 6 kamenu a odebere jen 1. Zbyva 7 kament; hra¢ A
muze odebrat 1 nebo 2 a vezme 2; poté hra¢ B miize odebrat nejvyse 4 a vezme 1.
Nyni zbyvaji 4 kameny; hra¢ A vezme 1, hra¢ B musi odebrat nejméné jeden kdmen
a v pristim tahu hra¢ A vyhraje.)

Jaky nejlepsi tah mtze udélat prvni hrac, pokud je na zacatku hry 1000 kament?
38. [35] Napiste pocitacovy program, ktery bude hrat hru popsanou v predchozim
cviceni a ktery bude realizovat vitéznou strategii.
39. [M24] Najdéte vyjadreni a, v uzaviené formé, pokud je ap =0, a1 =1, a any2 =
= an+1 + 6a, pron > 0.
40. [M25] Vyfteste rekurentni vztah

f(1)=0; f(n)= Og}cignmax(l + f(k),2+ f(n—k)), pron > 1.

» 41. [M25] (Jurij Matijasevi¢, 1990.) Necht f(z) = |z + ¢~*]. Dokazte, #e pokud n =
= Fy, +- -+ Fi, je reprezentace Cisla n ve Fibonacciho ¢iselné soustavé ze cviceni 34,
pak F, 41+ -+ Fr,+1 = f(¢n). Najdéte podobny vzorec pro Fx,—1 + -+ Fk,_1.
42. [M26] (D. A. Klarner.) Ukazte, ze pokud m a n jsou nezdporna celd ¢isla, existuje
jednoznacna posloupnost indext ki1 > k2 > --- > k, takova zZe,

m = Fg, + Fyy +--++ Fg,, n=Fg 41+ Fryr1+ -+ Fr41.

(Viz cvi¢eni 34. Cisla k mohou byt zdporna a r mize byt nulové.)

1.2.9. Generujici funkce

Potiebujeme-li zjistit ur¢ité informace o posloupnosti ¢isel (a,) = ag, a1, a9, ...,
muzeme definovat nekoneénou sumu s ,,parametrem® zj,

G(z)=ap+ a1z +agz* +-- = Zanz". (1)
n>0

Poté jiz muzeme zkoumat vlastnosti funkce G. Tato funkce je jedina veli¢ina,
kterd reprezentuje celou posloupnost; jestlize posloupnost (a,) byla definovéna
induktivné, ma podobné funkce velké vyhody. Navic jestlize pfedpokladame, ze
pro néjaké nenulové hodnoty z existuje nekoneénd suma uvedend v (1), mizeme

zjistit i jednotlivé hodnoty ag, ai, ...z funkce G(z), a to metodami diferencial-
niho poctu.
Funkci G(z) nazyvame generujici funkci posloupnosti ag, a1, as, ... Ge-

nerujici funkce (nékdy v &eské literatufe nazyvané také ,vytvorujici funkce“)
pred nami oteviraji cely novy svét riznych metod a rozsifuji nas potencial pro
feseni problémil. Jak jsme se zminili v predchozi ¢asti textu, zavedl generujici
funkce A. de Moivre, a to pro feSeni obecného problému linearni rekurentni po-
sloupnosti. De Moivreovu teorii pozdéji rozsiril James Stirling na o néco slozitéjsi
rekurentni posloupnosti a ukazal, jak kromé aritmetickych operaci aplikovat také
derivovani a integrovani [Methodus Differentialis (Londyn: 1730), Tvrzeni 15].
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O nékolik let pozdéji zacal generujici funkce pouzivat nékolika novymi zpisoby
také L. Euler, napiiklad ve svych materidlech o rozkladech mnozin [Commentarii
Acad. Sci. Pet. 13 (1741), 64-93; Novi Comment. Acad. Sci. Pet. 3 (1750), 125—
169]. Metody déle rozvinul Pierre S. Laplace ve svém klasickém dile Théorie
Analytique des Probabilités (Pafiz: 1812).

Jisty vyznam m4 otdzka konvergence nekoneéné sumy (1). V kazdé ucebnici
teorii nekone¢nych rad se dokazuje, zZe:

a) Jestlize fada konverguje pro uréitou hodnotu z = zy, pak konverguje pro
vSechny hodnoty z takové, Ze |z| < |zo].

b) Rada konverguje pro né&jaké z # 0 tehdy a jen tehdy, pokud je posloupnost
<\"/ an|> ohranicend. (Neni-li tato podminka splnéna, mtizeme ziskat konver-
gentni fadu z posloupnosti (a, /n!) nebo z néjaké jiné pfibuzné posloupnosti.)

Pfi praci s generujicimi funkcemi se ale na druhé strané casto nevyplati
se prilis zabyvat konvergenci fad, protoze zkouméame jenom mozné pristupy
k Feseni jistého problému. Af uz feSeni najdeme jakymikoli prostfedky, tfeba
tézkopadnymi, zdivodnime je pak tfeba nezavisle. V pfedchézejici casti textu
jsme napiiklad pomoci generujici funkce odvodili vztah (14); po nalezeni takovéto
rovnosti je jiz ale jednoduché dokazat ji indukci a uz viibec nemusime uvazovat,
ze jsme ji odhalili prostfednictvim generujici funkce. Navic se da ukazat, ze
vétsinu operaci (ne-li vSechny) s generujicimi funkcemi je mozné ¥adné zdtivod-
nit bez ohledu na konvergenci ptislusné fady. Viz naptiklad E. T. Bell, Trans.
Amer. Math. Soc. 25 (1923), 135-154; Ivan Niven, AMM 76 (1969), 871-889;
Peter Henrici, Applied and Computational Complex Analysis 1 (Wiley, 1974),
kapitola 1.

Podivejme se nyni na zakladni techniky préace s generujicimi funkcemi.

A. Sé&itani. Pokud je G(z) generujici funkce k posloupnosti (a,,) = ag,aq, ...
a H(z) je generujici funkce k (b,) = by, b1, ..., pak aG(z) + SH(z) je generujici
funkce k posloupnosti (aa, + Bb,) = aag + Bby, aar + by, .. .:

o Z anz” + Z b2 = Z(aan + Bby)2". (2)

n>0 n>0 n>0

B. Posuv. Pokud je G(z) generujici funkce k posloupnosti (a,) = ag,as, ...,

pak 2™ G(z) je generujici funkece k (a,—,) =0,...,0,a0,a1,...:
2™ Z anz" = Z Cp—m 2" (3)
n>0 n>m

Jestlize pro zaporné hodnoty n polozime a,, = 0, mtzeme posledni sumu rozsitit
pres vsechna n > 0.

Podobné (G(z) —ag— a1z — - — am,lzm_l)/zm je generujici funkci k po-
sloupnosti (@p4m) = Gm, Gty - - -

z=m Z anz" = Z T — A (4)

n>m n>0
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Spojenim operaci A a B miiZeme nyni vytesit Fibonacciho problém z pted-
chozi ¢4sti: Zde byla G(z) generujici funkci pro (F,), 2zG(z) pro (F,_1), 2°G(z)
pro (F, ), a (1 — z — 2%)G(z) pro (F,, — F,,_1 — F,,_3). Protoze F,, — F,, 1 —
— F,,_5 je pro n > 2 rovno nule, zjistime odtud, Ze (1 — z — 22)G(z) je polynom.
Podobné pro kazdou danou linedrné rekurentni posloupnost, tedy pro takovou
posloupnost, kde a,, = c1a,-1 + * - - + CpGn_m, bude generujici funkci polynom
déleny (1 —c1z2— -+ —cpmz™).

Uvazujme nyni nejjednodussi piiklad ze vSech: Pokud je G(z) generujici

funkce ke konstantni posloupnosti 1,1,1,..., pak 2G(z) generuje posloupnost
0,1,1,..., takze (1—2)G(2) = 1. Tim dostavame jednoduchy, ale dilezity vztah
1
=1 2. ...
T +z+2°+ (5)

C. Nasobeni. Pokud je G(z) generujici funkce k posloupnosti ag, ai, ... a H(z)
je generujici funkce k by, b1, . .., pak

G(2)H(z) = (ag + a1z + agz® + -+ )(bo + bz + bp2? +---)
= (aobo) =+ (aobl =+ (Zlbo)Z —+ (aobg —+ a1b1 + a2b0)22 + .. H

a tudiz G(z) H(z) je generujici funkci k posloupnosti ¢, c1, . . ., kde

Cp = Zakbn,k. (6)
k=0

Vztah (3) je velmi specidlnim piipadem této rovnosti. Dalsi dilezity specidlni
pfipad vznika, pokud jsou vsechny koeficienty b,, jednickové:
1

1_ZG(Z):ao-l-(ao+a1)z+(a0+a1+a2)22+... (7)

Dostavame tak generujici funkei k sou¢tu ptvodni posloupnosti.
Pravidlo souc¢inu ¢ funkci vyplyva ze vztahu (6); F(z)G(z)H(z) generuje
do,dl, dg, ceny kde

dn = Z a; bj Ck. (8)

1,4,k>0
i+j+k=n
Generujici pravidlo sou¢inu libovolného poctu funkei (pokud mé tato operace
smysl) je
k
1 DITED DEIND DTN o
§>0 k>0 n>0  ko,k1,...>0
ko+ki1+-=n

Pokud soucasti rekurentni relace pro néjakou posloupnost jsou binomické
koeficienty, budeme casto potfebovat generujici funkci k posloupnosti cg, ¢1, - . .,

definovanou vztahem
Cp = %(Z)akbnk. (10)
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V tomto pripadé je obvykle lepsi vyuzit generujici funkce k posloupnostem
(an /"), (bn/nl), (cn/n!), protoze mame

a22 bo b1 522 (€0
(3ot )G bergae ) = (e feriee )

kde ¢, je dano vztahem (10).

D. Zména promé&nné z. Funkce G(cz) je zfejmé generujici funkei k posloup-
nosti ag, cai, c?as, ... V konkrétnim p¥ipadé je generujici funkece k 1, ¢, c?,c?,. ..
rovna 1/(1 — ¢z).

Alternujici (st¥idavé) ¢leny fady zjistime pomoci zndmého triku:

%(G(z)'i_G(_Z)):aO + 01222 + a4z4 + e
LG(:) —G(=2)) =  arz + azz® + ass® +

(12)

Pomoci komplexnich odmocnin jedné mizeme tuto myslenku rozsirit a extra-
hovat kazdy m-ty ¢len: Necht w = €2™/™ = cos(27/m) + isin(27/m); potom
méme
1
Z anz" = — Z wFGWrz2), 0<r<m. (13)
n mod m=r m 0<k<m

(Viz cviceni 14.) Pokud je napiiklad m = 3 a r = 1, dostavame w = —% + @i,

coz je komplexni tfeti odmocnina z jedné; odtud vyplyva, ze
a1z +agz* +ar2’ 4= 1(G(2) + w'G(wz) + w G (w?2)).

E. Derivovani a integrovani. Metody infinitesimalniho po¢tu ndm ptinaseji
dalsi operace. Pokud je G(z) ddna vztahem (1), jeji derivace je rovna

G'(2) = a1 +2a22 + 3az2® +--- = Z(k + Dagy12". (14)
k>0

Generujici funkce k posloupnosti (na,) je zG’(z). MtZzeme tudiz kombinovat n-ty
¢len posloupnosti s polynomem v n pouhymi ipravami generujici funkce.
Pokud cely postup obratime, dostaneme integraci jinou uzite¢nou operaci:

z 1 1 1
/0 G(t) dt:a0z+§a122+§a2z3+-~- :I;Eakflzk' (15)

Jako specidlni pfipady pak dostdvame derivaci a integral vztahu (5):

ﬁ:14—22+3z?4—---:2:(k+1)z’€. (16)
(1-2) =

1 1 1 1
lnl_z:z+§z2+§z?’+~~zzgzk. (17)
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