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»10, co je v matematice nejlepsi, bychom se neméli pouze ucit jako néjaky tkol, ale
osvojit si jako soucast kazdodenniho uvazovani a opakované se k tomu v myslenkach
vracet s trvale Zivym nadSenim.“

Bertrand Russell, ,,The Study of Mathematics® (1902)
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K CEMU MI TO BUDE DOBRE?

ravé ted se nékde na svété odehrava tato scéna: studentka se zlobi na svého uci-
tele matematiky. Ucitel své zaky pozadal, aby podstatnou ¢ast vikendu stravili
pocitanim tficeti urcitych integrali.

Studentka by pritom radéji chtéla délat néco jiného. Vlastné bychom sotva nasli
néjakou ¢innost, které by nedala prednost. V tom ma celkem jasno, protoze prevaz-
nou ¢ast minulého vikendu vénovala pocitani tficeti urcitych integrald z jiného - ale
ne az tak zdsadné odlidného - seznamu. Nevidi v tom zadny smysl a také to uciteli
dava najevo. Po nékolika replikach studentka uciteli polozi otazku, ze které ma ucitel
nejvetsi strach:

»K ¢emu mi to bude dobré?“

Ucitel nyni pronese néco v tomto duchu:

»Vim, Ze vam to ptipada jednotvarné. Uvédomte si vSak, Ze zatim nevite, co budete
v zivoté délat. Nyni se vam mozna zd4, Ze to nema zadny vyznam, ale tfeba budete
pracovat v oboru, kde bude opravdu dtilezité, abyste dokazala pocitat urcité integraly
rychle, spravné a bez pomucek.“

Tato odpovéd studentku obvykle neuspokoji. Neni divu: je to totiz lez. A vi
to jak uditel, tak i jeho zaci. Lidi, ktefi nékdy v zivoté budou potfebovat integral
(1 - 3x + 4x?)% dx, hodnotu kosinu 36 nebo syntetické déleni polynomt, najdeme
sotva padr tisic.

Takova argumentace prili§ nevyhovuje ani uditeli. Vim to z vlastni praxe: za dlou-
hé roky, co u¢im na univerzité¢ matematiku, jsem pocitani urcitych integrald zadaval
mnoha stovkam studentt.

Nastésti existuje lepsi odpoved. Zni asi takto:

»Matematika se neomezuje na fadu vypoctd, které mizete rutinné provadét,
dokud vam nedojde trpélivost nebo vas neopusti sily — ackoli z toho, co jste se
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v pfedmétu zvaném matematika dtive ucili, byste si to mohli myslet. Tyto integraly
maji v matematice stejny ucel jako posilovani a kalistenika ve fotbale. Chcete-li
hrat fotbal — myslim tim opravdu hrdt na profesiondlni drovni -, musite zvladnout
hodné nudnych, opakovanych a na prvni pohled zbyte¢nych cviceni. Myslite, ze
profesionalni hraci takové drily nékdy pouZzivaji? Z tribuny fotbalového stadionu
nezahlédnete zadného hrace, jak zveda ¢inku nebo klickuje mezi dopravnimi ku-
zely. Vidite v8ak, ze hraci vyuzivaji silu, rychlost, postfeh a pruznost, které ziskali
pomoci téchto cviceni za dlouhé tydny tnavného usili. Nacvik takovych drilt patii
k fotbalovému uméni.*

»Jestlize se chcete fotbalem zivit, nebo se tfeba jen dostat do univerzitniho tymu,
musite na cvicidti stravit hodné nudnych vikendd. Jina cesta neni. Ale neklesejte na
duchu. Pokud je toho drilu na vas moc, mizete ziistat u hry pro zabavu s prateli.
Utzijete si pfitom stejné vzruseni z klickovani mezi obranci ¢i ze vstielené branky jako
profesionalni hraci. Budete navic zdravéjsi a $tastnéjsi, nez kdybyste jen sedéli doma
na kanapi a sledovali dobfe placené hrace v televizi.“

»S matematikou je to v zasadé stejné. Mozna kariéru v tomto oboru neplanujete.
To je v poradku — matematikou se zivi jen malokdo. Presto ji vSéak muzete pouzivat.
Pravdépodobné to jiz déldte, i kdyz si to ani neuvédomujete. Matematika je nedil-
nou soucasti lidského uvazovani. A muzete se diky ni zlep$it v jinych oblastech.
Znalost matematiky ¢lovéku poskytuje jakési rentgenové bryle, které pod nejasnym
a chaotickym povrchem véci odhaluji skryté struktury. Matematika se svymi me-
todami a navyky, které se vyvinuly béhem stovek let tvrdé prace a diskuzi, pomaha
spravné se rozhodovat. Diky matematickym nastrojim miizete svétu porozumeét
na hlubsi, zasadnéjsi a smysluplnéjsi urovni. Sta¢i vam, kdyz se od ucitele nebo jen
z knihy naudite pravidla a nékolik zakladnich postupu. Ja vas pfi tom mohu vést
a radit vam.“

Z casovych duvodu to ve tfidé fikam jen malokdy. Kniha vSak umoznuje argu-
mentaci ponékud rozsitit. Doufam, Ze se mi vas podafi presvédcit, ze jsem v pred-
chozim projevu nelhal. Pokusim se ukazat, Ze k béznym kazdodennim problémiim —
z oblasti politiky, mediciny, obchodu ¢i teologie - 1ze pristupovat matematicky. Kdyz
se to naucite, dokazete dojit k zavértim, které byste jinymi zptisoby neziskali.

I kdybych pred tfidou pronesl cely inspira¢ni proslov, svou skeptickou student-
ku - pokud je skute¢né bystra — bych mozna nepresvédcil.

»Zni to dobte, pane profesore,“ fekla by. ,,Ale je to dost abstraktni. Rikate, ze
s matematickymi nastroji mizeme najit spravnd feseni problémd, které bychom
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jinak nedokazali rozlousknout. Ale jakych problémi? Uvedte prosim néjaky prak-
ticky priklad.”

A tehdy bych zacal vypravét historii o Abrahamu Waldovi a chybéjicich pristre-
lech.

Abraham Wald a chybéjici prustrely

Tento pribéh, podobné jako mnoho jinych historii z druhé svétové valky, za¢ina tim,
7e nacisté vystvou z Evropy néjakého Zida, a koné{ tim, Ze toho lituji. Abraham Wald
se narodil roku 1902 ve mésté, které se tehdy nazyvalo Klausenburg a lezelo v Ra-
kousko-Uhersku. Zatimco Wald vyristal, skoncila prvni svétova valka a z jeho rod-
ného mésta se stal rumunsky Kluz. Wald byl vnukem rabina a synem koser pekare,
ale zahy se projevil jeho matematicky talent. Rychle si jej v§imli i jeho ucitelé a Wald
byl ptijat ke studiu matematiky na videnské univerzité, kde jej pritahovala témata,
ktera byla abstraktni a esotericka i podle méfitek cisté matematiky: teorie mnozin
a metrické prostory.

Studia dokoncil v poloviné 30. let, kdy Rakousko prochazelo hlubokou ekonomic-
kou krizi. Neptichazelo proto v uvahu, Ze by misto profesora ve Vidni mohl ziskat
néjaky cizinec. Zachranila jej pracovni nabidka od Oskara Morgensterna. Ten pozdéji
emigroval do USA a pomohl vyvinout teorii her, ale roku 1933 zastaval misto feditele
Rakouského ustavu pro ekonomicky vyzkum. Wald u néj za nevelky plat pracoval na
nejriznéjsich matematickych tkolech. Ukazalo se, ze Wald udélal dobry tah: diky
tomu, ze ziskal praxi v ekonomii, dostal nabidku stipendia v ekonomickém institutu
Cowles Commission se sidlem v Colorado Springs. Navzdory stale horsi politické
situaci Wald véhal, zda udélat krok, ktery by jej nadobro odvedl od ¢isté matematiky.
Potom v$ak nacisté provedli anslus Rakouska a tim Waldovi zna¢né usnadnili rozho-
dovani. Po pouhych nékolika mésicich v Coloradu se mohl stat profesorem statistiky
na Kolumbijské univerzité. Znovu se sbalil a prestéhoval se do New Yorku.

A tam se zucastnil druhé svétové vélky.

Wald ji z prevazné casti stravil v utajovaném programu Statistical Research Group
(SRQG), ktery do vale¢ného usili zapojil americké statistiky. Dalo by se to pfirovnat
k projektu Manhattan, az na to, ze zde se misto bomb sestavovaly rovnice. A program
SRG skute¢né sidlil na Manhattanu, na adrese 401 West 118th Street ve ¢tvrti Mor-
ningside Heights, pouhy blok od Kolumbijské univerzity. V budové se nyni nachazeji
byty zaméstnancii univerzity a lékarské ordinace, ale v roce 1943 se jednalo o rus-
né a aktivni nervové centrum vale¢né matematiky. Desitky mladych Zen ve skupiné
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aplikované matematiky se hrbily nad stolnimi kalkulatory Marchant a pocitaly op-
timalni letové kiivky, diky nimz mohli piloti stihacek udrzet nepratelska letadla ve
svém zamérovaci. V jiném oddéleni tym vyzkumniku z Princetonské univerzity vyvi-
jel protokoly strategického bombardovani. A hned vedle sidlila kolumbijska pobocka
projektu atomové bomby.

vlivnéjsi. Panovala zde atmosféra intelektualni otevienosti a akademické zvidavos-
ti. VSichni si zaroven uvédomovali, Ze jejich prace ma smysl, protoze v sazce byly
velké hodnoty. , Kdyz jsme néco doporucili,“ napsal pozdéji feditel W. Allen Wallis,
»Casto se véci daly do pohybu. Kanony stihacich letadel se nabijely podle toho, jak
Jack Wolfowitz" navrhl kombinovat réizné typy munice, a piloti se pak mozna vratili
na zakladnu - nebo také ne. Letadla startujici z letadlovych lodi odpalovala rakety,
jejichz pohonné latky odpovidaly kontrolnim plantiim Abeho Girshicka. Mohlo se
stat, Ze rakety explodovaly a znic¢ily nase vlastni letadla, ale mohly také uspé$né
znicit cil.“

Shromazdéni matematickych talentti odpovidalo zavaznosti fesenych ukoli.
Podle Wallise piedstavoval projekt SRG ,,z hlediska poctu i kvality nejvyjimecné;jsi
skupinu statistikd, jaka kdy byla sestavena® Do skupiny pattil Frederick Mosteller,
ktery pozdéji zalozil katedru statistiky na Harvardu. Nechybél ani Leonard Jimmie
Savage, prikopnik teorie rozhodovani a velky propagator oblasti, které se pozdéji
zacalo fikat bayesovska statistika.” Cas od ¢asu se zastavil Norbert Wiener, mate-
matik z MIT a zakladatel kybernetiky. Milton Friedman, budouci nositel Nobelovy
ceny za ekonomii, byl v této skupiné casto teprve ¢tvrtym nejchytfejsim clovékem
v mistnosti.

Tim tplné nejchytejsim byl zpravidla Abraham Wald. Wald na Kolumbijské uni-
verzité ucil Allena Wallise (americky ekonom a statistik, prezident Rochesterské uni-
verzity) a ve skupiné pusobil jako matematicka eminence. Stale patfil do kategorie
»obcant znepratelenych zemi, takze technicky vzato vlastné nesmél vidét utajované
zpravy, které sam tvoril. Ve skupiné SRG se zertovalo, ze sekretarky maji za kol se-
brat mu z rukou kazdy papir hned poté, co jej popise. Jistym zptisobem bylo zvlastni,

*  Otec Paula Wolfowitze, amerického politologa a diplomata, byvalého piedsedy Svétové
banky.

** Savage byl témér plné slepy a vidél pouze koutkem jednoho oka. Jednou se $est mésict zivil
pouze su$enym masem, aby podpofil svij argument ohledné zkoumani Arktidy. Podle mého
nazoru to stoji za zminku.
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ze se Wald projektu viibec ucastnil. Odjakziva se priklanél spise k abstrakei a vyhybal
se pfimym aplikacim. Na druhou stranu mél silnou motivaci, aby svijj talent uplatnil
v boji proti mocnostem Osy. A kdyz bylo potreba prevést nejasnou ideu na presné
matematické formulace, Wald byl clovékem na pravém miste.

Resime tedy nasledujici problém. Chceme své letadla chrénit pred sestfelenim ne-
pratelskymi stihackami, takze je pancéfujeme. Pancif vSak zvySuje hmotnost letadel,
ktera pak htife manévruji a spottebuji vice paliva. Nevhodna je jak prilisna, tak i ne-
dostate¢na ochrana. Optimalni hodnota lezi nékde mezi obéma krajnostmi. A sku-
pina matematikd, ktera se shromazdila v New Yorku, ma ur¢it, kde se toto optimum
nachazi.

Armada projektu SRG poskytla data, ktera by se k vypoctiim mohla hodit. Kdyz
se americka letadla vracela z misi nad Evropou na své zakladny, byla plna dér po kul-
kach. Jednotlivé ¢asti stroji vsak nebyly poskozeny stejnomeérné. V trupech letadel
bylo vice prusttelti nez v motorech.

Cast letadla Pocet prastield na étvereéni stopu
Motor 1,11

Trup 1,73

Palivovy systém 1,55

Zbytek letadla 1,8

Vojaci si uvédomili, ze by letadla mohla byt chranéna efektivnéji. Stejné trovné
ochrany by se dalo dosahnout tim, Ze se pancéfovani umisti na ty ¢asti stroj, které to
potfebuji nejvice — tam, kde letadla dostavaji nejvice zasahti. Nakolik je vSak potieba
pancérovani téchto casti letadel posilit? S touto otazkou se obratili na Walda. Dostali
vsak jinou odpovéd.

Wald jim sdélil, Ze pancif nepatfi tam, kde je vice pristrelt. Je potieba jej pridat
tam, kde diry po kulkach nejsou: na motory.

Walduv postieh spocival v tom, Ze se zamyslel nad tim, kde jsou chybéjici pristre-
ly? Ty, které by byly na krytech motort, kdyby bylo poskozeni rozloZzeno rovnomérné
po celém letadle? Wald si byl celkem jisty, ze to vi. Chybéjici diry po kulkach byly
na chybéjicich letadlech. Letadla se vracela zpét s mensim poctem pristield motoru
proto, ze letadla, ktera dostala zasah do motoru, se viibec nevratila. Oproti tomu vétsi
pocet stroju, které se vratily na zakladnu s trupem jako ementdl, docela vymluvné
svédcil o tom, zZe zasahy trupu lze (a proto by se mély) tolerovat. Kdyz navstivite
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dospavaci pokoj v nemocnici, najdete tam mnohem vice lidi se stfelnymi ranami na
nohou nez na hrudniku. To ale neni zptisobeno tim, Ze by kulky hrudnik nezasaho-
valy, ale tim, Ze lidé s pristrelem hrudniku ¢asto nepreziji.

Celou situaci Ize dokonale objasnit pomoci starého matematického triku: nasta-
vime nékteré promeénné na nulu. V tomto pripadé manipulujeme s pravdépodobnos-
ti, Ze se letadlo zasazené do motoru udrzi ve vzduchu. Kdyz tuto pravdépodobnost
snizime na nulu, znamena to, Ze jediny zdsah motoru zarucuje sestteleni letadla. Jak
by v takovém pripadé vypadala data? Na zakladny by se vracela letadla s prusttely na
ktidlech, v trupu a v pridi, ale ani jedno z nich by nemélo pristiel motoru. Vojensky
analytik by takovy stav mohl vysvétlit dvéma zpisoby: bud by kanony némeckych
stihacek zasahovaly vSechny casti letadel s vyjimkou motoru, nebo je motor mistem
naprosté zranitelnosti. Datiim sice odpovidaji obé vysvétleni, ale to druhé dava mno-
hem vétsi smysl. Pancif patii tam, kde prustrely nejsou.

Waldova doporuceni se rychle uplatnila v praxi a namornictvo i letectvo je vyuzi-
valo jesté pri valkach v Koreji a ve Vietnamu. Neda se presné urcit, kolik americkych
letadel se takto podarilo zachranit, ackoli naslednici tymu SRG v moderni armadé
nepochybné dospéli k docela presnému odhadu. Americky vojensky establishment
odedavna celkem dobfe chépe, Ze zemé nevyhravaji valky jen tim, Ze by mély odvaz-
néjsi vojaky nez jejich protivnici, byly svobodnéjsi nez oni, pripadné by se tésily Bozi
pfizni. Vitézi obvykle ti, ktefi ztrati o 5 % méné letadel, spotfebuji o 5 % méné paliva,
nebo svym pésakim zajisti o 5 % lepsi vyzivu pti 95% nakladech. To sice zrovna ne-
jsou faktory, o nichz by se to¢ily vale¢né filmy, ale rozhoduji o vysledku skute¢nych
konfliktt. A na kazdém kroku se uplatiiuje matematika.

Pro¢ Wald vidél néco, co prehlédli dustojnici, ktefi pritom méli mnohem vétsi zku-
$enosti a védomosti o leteckych soubojich? Vysvétleni spo¢iva v tom, Ze Wald mél
za sebou matematicky myslenkovy trénink. Matematik se neustale pta: ,,Z jakych
predpokladi vychazite? Jsou tyto predpoklady opravnéné?“ Nékdy to muze byt
na obtiz. AvSak zaroven muze byt takové uvazovani velmi produktivni. V tomto
pripadé vojaci své predpoklady prijali neuvédoméle: usoudili, Ze letadla, ktera se
vraceji, predstavuji nahodny vzorek vsech letadel. Pokud by to platilo, mohli by-
chom na zdkladé zkoumani distribuce prustfeld pouze téch zachovalych letadel
délat zavéry ohledné distribuce pristreltl vSech letadel. Jakmile si vS§imneme, ze
jsme pfijali tuto hypotézu, mizeme si okamzité uvédomit, Ze je naprosto chyb-
na. Neexistuje zadny divod se domnivat, Ze pravdépodobnost navratu letadla
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nijak nezavisi na misté, kam bylo zasazeno. Matematickym jazykem, ke kterému
se dostaneme v kapitole 15, bychom prohlasili, Ze pravdépodobnost navratu stroje
a umisténi prustielt spolu koreluji.

Dalsi Waldovou silnou strankou byl jeho sklon k abstraktnimu mysleni. Wol-
fowitz, kterého Wald ucil na Kolumbijské univerzité, napsal, ze Wald daval prednost
»tém nejvice abstraktnim problémam® a ,,vzdy byl ochoten mluvit o matematice, ale
nezajimala jej popularizace ani specialni aplikace®

Je pravda, Ze kvuli své osobnosti Wald tézko dokazal zamé¥it svou pozornost na
aplikované problémy. Podrobnosti o letadlech a kanonech byly z jeho hlediska pou-
hou vycpavkou - okam?zité dokdzal zahlédnout matematické vzpéry a nyty, které cely
problém spojovaly. Kvili takovému pristupu ¢lovék nékdy ignoruje parametry, na
nichz skute¢né zalezi. Na druhou stranu vsak tento pfistup umoznuje spattit podob-
nou strukturu problém, které na prvni pohled vypadaji zcela odlisné. Matematik
tedy miize projevit cenné zku$enosti i v oblastech, kde by to nikdo necekal.

Struktura na pozadi problému s prustfely z jeho hlediska odpovidd jevu, ktery
se oznacuje jako zkresleni prezitim (survivorship bias). Uplatiuje se znovu a znovu
v nejriznéjsich kontextech. A jakmile jej zname stejné dobre jako Wald, jsme pripra-
veni v§imnout si jej vude, kde se ukryva.

Treba v investi¢nich fondech. V oblasti hodnoceni tspésnosti fondil se rozhodné
nechceme splést, ani minimélné. Posun ro¢niho ristu o pouhé 1 % miize predstavo-
vat rozdil mezi cennym finan¢nim aktivem a propadakem. Fondy z kategorie Large
Blend analytické firmy Morningstar, které investuji do velkych spolecnosti (zpravidla
ze seznamu S&P 500), bychom asi zaradili do prvni kategorie. Fondy z této skupiny
v letech 1995 az 2004 vzrostly v praméru o 178,4 %, coz predstavuje slusnych 10,8 %
ro¢né.” Pokud mate volné finan¢ni prostiedky, asi byste tedy méli do téchto fonda
investovat.

Po pravdé feceno neméli. Studie firmy Savant Capital z roku 2006 asi trochu zchla-
di vase nad$eni. Znovu se zamyslete nad tim, jak Morningstar pocita své vysledky.
V roce 2004 vezme vsechny fondy zarazené do tiidy Large Blend a zjisti, o kolik za
poslednich deset let vzrostly.

Néco tady vsak chybi: fondy, které ve skupiné nejsou. Podilové fondy netrvaji vé¢né.
Nékteré se rozvijeji a jiné upadaji. Kon¢i prevazné takové, které nevydélavaji. Kdyz

tedy hodnotu podilovych fondt v uplynulé dekadé posuzujeme podle fondd, které

*  Je ovsem potfeba dodat, ze samotny index S&P 500 se zvysil jesté vice a za stejné obdobi si
ptipsal 212,5 %.
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na konci desetiletého obdobi stale existuji, je to podobné, jako kdyz tthybné manévry
svych pilot hodnotime poctem prustrelt letadel, ktera se vratila na zakladnu. Co by
to znamenalo, kdyby Zadné zachovalé letadlo nemélo vice nez jeden prustrel? Nebylo
by to tim, Ze se nasi piloti dokazou bravurné vyhybat nepratelskym stfelam, ale tim,
Ze dvakrat zasazena letadla se zfitila v plamenech.

Studie firmy Savant zjistila, ze kdyz do hodnoceni kromé zachovalych fondu zahr-
neme i ty zrusené, ziskovost klesne na 134,5 %, coz odpovida mnohem prizemnéjsim
8,9 % roc¢né. Potvrzuji to i pozdéjsi vyzkumy: podrobna studie z roku 2011 v ¢asopise
Review of Finance, ktera analyzovala vice nez 5000 fondd, zjistila, Ze navratnost 2641
prezilych fondi je asi 0 20 % vyssi oproti hodnot¢, kterou Ize ziskat zahrnutim fond,
které mezitim ukoncily ¢innost. Investory moznd rozsah tohoto zkreslujiciho efektu

zaskocil, ale Abraham Wald by ur¢ité prekvapen nebyl.

Matematika je pokracovanim zdravého rozumu

s pouzitim jinych prostredki

V tuto chvili mé moje mladé studentka pravdépodobné prerusi a docela pripadné se
zepta: a kde je tady matematika? Wald byl samozrejmé matematik a nelze popfit, ze
jeho reseni problému s pristrely letadel bylo davtipné, ale co je na ném matematické-
ho? Nevidéli jsme zde zadnou trigonometrickou identitu, zadny integral, nerovnost
ani vzorec.

V prvé radé: Wald se vzorci pracoval. Pfibéh jsem vypravél bez nich, protoze $lo
pouze o Gvod. Knizky, které vysvétluji lidskou reprodukci malym détem, se vyhybaji
pikantnim technickym podrobnostem toho, jak se miminko dostane do maminci-
na briska. Misto toho zacinaji ptiblizné takovym zptsobem: ,Celd priroda se méni.
Stromy na zimu shazuji listi, aby se na jafe znovu zazelenaly, a housenky tvori kukly,
ze kterych se lihnou prekrasni motyli. I my lidé jsme soudasti ptirody...*

V té ¢asti knihy se pravé nachazime.

Jenze my jsme uz dospéli. Na okamzik tedy odhriime decentni zavoj a ukazme, jak
vypadala jedna strana ze skute¢né Waldovy zpravy:
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lze ziskat dolni mez Qi. Zde pfedpokladame, Ze pokles z gi na gi+l lezi
v uréitém limitu.
MiZeme tedy zjistit horni i dolni mez Qi.

Pfedpokladame, ze

MO S 95 N

kde Al < A2 < 1 a tyto hodnoty jsou takové, Ze vyraz

n a.
Z —"-.*T-:J_-‘I—‘< l -a (&)
=1 L °
A

1
plati.

Pfesné feSeni lze najit obtizZné, ale blizky odhad horni a dolni meze Qi
pro i < n je mozZné ziskat nasledujicim postupem. Pouziva se tato mnozZina
hypotetickych dat:

a, = . 780 3 = .010
a; = D70 a, = 005
a, = 040 ag = . 005
Al = ,Bg Ay = 30

Podminka A je splnéna, protoZe pomoci substituce

o7+ 20A 200, 2008 2008 hp45

N (.8)° (.8)6 (-8110

coz je méné nez
1l -a = .22 .
o

Dolni limit Qi
Nejdfive je nutné vyreSit rovnici 66.

Za timto Ucelem je potfeba najit kladné kofeny g0, gl, g2, g3 nasleduji-
cich étyfech rovnic.

Doufam, 7e vas to ptili§ neSokovalo.
K porozuméni samotnému principu Waldovy uvahy vsak tento matematicky for-

malismus nepotfebujeme. Jiz jsme vse vysvétlili a Zddnou matematickou notaci jsme
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pritom nepouzili. Otazka mé studentky tedy nadale ceka na odpovéd. Kde se tady
uplatiiuje matematika? Nestaci jen zdravy rozum?

Ano. Matematika se skutecné rovnd zdravému rozumu. Na urcité zakladni Grovni
je to jasné. Jak nékomu vysvétlite, pro¢ se¢tenim sedmi a péti pfedmét dostanete
stejny vysledek, jako kdyz k péti vécem pridate sedm? To nejde: kdyz s¢itame néjaka
Cisla, tento fakt prosté automaticky predpokladame. Matematici s oblibou pojmeno-
vavaji jevy, které vhimame na urovni zdravého rozumu: misto aby prohlasili, ze ,,jed-
no ¢islo prictené k druhému da stejny vysledek jako druhé ¢islo prictené k prvnimu,
tikaji, ze ,,s¢itani je komutativni®. Pfipadné proto, Ze maji radi symboly, pisi:

Pro libovolna ¢islaaab plati, Zea+b =b + a.

Navzdory tomuto Gfedné vyhlizejicimu vzorci mluvime o faktu, kterému instink-
tivné rozumi kazdé dite.
U nasobeni je to ponékud jinak. Vzorec vypada docela podobné:

Pro libovolna ¢islaaa b plati, Zea x b =b x a.

Kdyz se zamyslime nad timto tvrzenim, nefekneme uz ,to je toho* stejné rychle
jako v pripadé s¢itani. Sta¢i nam ,zdravy rozum“ k tomu, abychom védéli, ze dvé
$estice odpovidaji Sesti dvojicim?

Mozna ne, ale mizeme svij zdravy rozum o tento poznatek rozsitit. Vzpomi-
nam si na sviij prvni matematicky zazitek. Lezim na podlaze domu svych rodict
s tvari pritisknutou k vysokému koberci a divam se na hi-fi véz. Nejspi§ prave
posloucham druhou stranu desky Blue Album od Beatles. Mizu mit asi Sest let.
Protoze se pisi sedmdesata léta, stereofonni aparatura méd dfevény panel s vétra-
cimi otvory kruhového tvaru. Osm dér na $ifku a Sest na vysku. Ja si tedy lezim
na podlaze a koukdm na ty otvory. Jsou v Sesti faddch a osmi sloupcich. Podle
toho, na¢ zamérim svou pozornost, dokdazu v mysli pfepinat mezi vnimanim fad
a sloupcti. Sest fad, z nichz kazd4 obsahuje osm otvorti. Osm sloupci a v kazdém
z nich je otvora Sest.

A najednou mi to bylo jasné — osm $estic je totéz jako Sest osmic. Ne proto, Ze bych
se naucil néjaké pravidlo, ale proto, Ze to prosté nemohlo byt jinak. Pocet dér v panelu
musel byt stejny bez ohledu na to, jakym zptisobem jsem je pocital.



K CEMU MI TO BUDE DOBRE? 17

OO0 0020
O0DOO0OOCO0O0O
O OO0 OOCOO
O0000POO

STEREO MYCH RODICU V ROCE 1977

Casto matematiku u¢ime tak, jako by se jednalo o dlouhy seznam pravidel.
Z4ci se uéi jedno pravidlo za druhym a védi, ze je musi dodrzovat, protoze kdyz
to neudélaji, dostanou $patnou znamku. To neni matematika. Matematika studuje
véci, které vychazeji uréitym zpusobem, protoze neni mozné, aby se projevily
néjak jinak.

Na tomto misté si poctivé priznejme: vSechny matematické poucky nelze for-
mulovat tak, aby byly pro nasi intuici stejné prithledné jako sc¢itani a nadsobe-
ni. K derivovani jen zdravy rozum nesta¢i. Diferencialni pocet je vSak presto
od zdravého rozumu odvozen — Newton vysel z intuitivniho chapani pfimého
pohybu objektt, formalizoval jej a poté na ném vystavél formalni strukturu, ktera
popisuje pohyb univerzalnim matematickym jazykem. Jakmile mate Newtonovu
teorii k dispozici, mtzete ji aplikovat na problémy, které by bez ptislusnych rov-
nic vypadaly nefesitelné. Obdobnym zptisobem jsme vyvinuli mentalni systémy,
kterymi dokazeme hodnotit pravdépodobnost nejistych vysledkii. Tyto systémy
jsou vsak dosti slabé a nespolehlivé, zejména v pripadé, Ze se jednd o mimoradné
vzacné udalosti. Tehdy mzeme svou intuici podpofit pomoci nékolika robust-
nich a dobfe umisténych teorému a metod a vybudovat celou matematickou teorii
pravdépodobnosti.

Specidlni jazyk, kterym matematici komunikuji, pfedstavuje bajecny nastroj, kte-
rym lze pfesné a rychle predavat slozité ideje. Protoze v$ak vypada nesrozumitelné,
nezasvéceni maji dojem, Ze se matematici pohybuji v myslenkovém svété, ktery je pro
bézné uvazovani zcela neptistupny. V tom se vSak naprosto myli.

Matematiku mt@izeme ptirovnat k protéze na atomovy pohon, kterou ptipo-
jujeme ke svému zdravému rozumu, abychom mnohokrat znasobili jeho dosah
a silu. Matematika ma obrovskou silu a ¢asto se vyznacuje strasidelnou notaci
a znac¢nou urovni abstrakce. Kdyz v§ak matematik pracuje, vynaklada podobnou
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dusevni praci jako bézny smrtelnik, ktery premysli o pfizemnich problémech.
Mizeme to s vyhodou prirovnat k Iron Manovi, ktery prorazi diru v cihlové zdi.
Skute¢nou silu, ktera dokaze rozbit sténu, neposkytuji svaly Tonyho Starka, ale
fada dokonale synchronizovanych servomotori, které jsou pohanény kompakt-
nim generatorem castic beta. Na druhou stranu Tonymu Starkovi se zda, zZe prosté
prorazi zed stejnym zptsobem, jako by brnéni nemél. Jen pfitom mize vyvinout
mnohem veétsi silu.

Kdyz budeme parafrazovat Carla von Clausewitze: matematika je pokracovanim
zdravého rozumu s pouzitim jinych prostredki.

Bez presné struktury, jakou matematika poskytuje, nas zdravy rozum muze zavést
na scesti. Stalo se to armadnim dustojniktim, ktefi chtéli chranit ty ¢asti letadel, které
jiz byly zabezpecené dostatecné. Formalni matematika bez zdravého rozumu - bez
neustalé souhry abstraktniho uvazovani a nasi intuice ohledné mnozstvi, ¢asu, pro-
storu, pohybu, chovani a nejistoty — by vsak byla pouhym sterilnim cvi¢enim v do-
drzovani pravidel a cetnictvi. Jinymi slovy: matematika by odpovidala tomu, za¢ ji
povazuje vzpurna studentka z kurzu diferencialniho poctu.

Toto nebezpeci je docela redlné. John von Neumann roku 1947 ve své eseji
»The Mathematician® varoval:

Jak se matematickd disciplina vzdaluje daleko od svého empirického zdro-
je a pokracuje stale dal, pak pokud jde o druhou a tfeti generaci pouze
nepfimo inspirovanou idejemi zakofenénymi ve ,skute¢nosti, musi celit
velmi vaznym nebezpecim. Stale silnéji se v ni projevuje Cistd estetika a ¢im
dal vice se méni na lart pour lart. To je$té nemusi byt Spatné, jestlize je
obor obklopen pfibuznymi tématy, ktera naddle maji uzké empirické vaz-
by, nebo jestlize disciplinu ovliviiuji lidé s vyjimeéné vyttibenym vkusem.
Existuje v$ak zasadni riziko, Ze se predmét bude rozvijet cestou nejmensiho
odporu, proud zna¢né vzdaleny od svého zdroje se rozdéli na mnoho bez-
vyznamnych prament a disciplina se zméni na chaotickou zmét podrob-

nosti a komplikaci. Jinymi slovy matematickému oboru, ktery se hodné
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vzdali empirickému zdroji nebo prodéla hodné ,abstraktniho® pribuzen-
ského kfizeni, hrozi degenerace.

Jaky druh matematiky najdete v této knize?

Pokud jste se s matematikou setkali jenom ve $kole, ziskali jste o ni predstavu, ktera je
velmi omezen4 a v uréitych vyznamnych ohledech chybna. Skolni matematiku tvoii
prevazné rada faktt a pravidel, které jsou pevné dané, pochazeji od vyssi autority
a nelze je zpochybnovat. Matematické principy se povazuji za néco naprosto nemén-
ného.

Matematika ovéem neménnad neni. I co se tyce zdkladnich objektt naseho studia,
jako jsou ¢isla a geometrické obrazce, vime toho v porovndni s nevyfresenymi otaz-
kami stéle jen velmi mélo. A k sou¢asnym znalostem jsme pritom dospéli teprve po
zna¢ném usili, mnoha sporech a omylech. Autofi $kolnich ucebnic vsak vSechnu tu
namahu a zmatky peclivé ,,cenzuruji®

Samoziejmé nejsou fakta jako fakta. Nikdy se prili§ nezpochybnovalo, ze 1 + 2 = 3.
Jinou véci je otazka, jak a zda miizeme skutecné dokdzat, ze vztah 1 + 2 = 3 plati.
K tomuto problému, ktery patfi na nejasné pomezi matematiky a filozofie, se vratime
na konci knihy. Je ov§em jasné, Ze vypocet je spravny. Nejistota lezi nékde jinde. Pfi
nasem vykladu si ji nékolikrat uvédomime.

Matematicka fakta mohou byt jednoducha ¢i slozitd a zarovenn mohou byt plytka
nebo zasadni. Matematicky svét tak mizeme rozdélit na ¢tyfi kvadranty:

* Von Neumanniv pohled na povahu matematiky je sice podloZeny, ale presto se miiZeme po-

nékud osivat, kdyz matematiku uplatiiovanou jen kvuli estetickému hledisku oznacuje jako
»degenerovanou. Von Neumann svij text napsal pouhych deset let poté, co v Hitlerové Ber-
liné probéhla vystava entartene Kunst (,degenerovaného umeéni®), kterd méla ukdzat, ze ,,lart
pour lart“je néco, co maji radi Zidé a komunisté a co stoji v protikladu ke zdravému , reali-
stickému® uméni, jaké pottebuje silny teutonsky stat. Kvili témto souvislostem bychom asi
méli na matematiku, kterd neslouzi zidnému zjevnému tcelu, pohlizet ponékud shovivavéji.
Autor jiného politického smysleni nez ja by mél asi na tomto misté potfebu von Neumanna
hajit tim, ze odvedl hodné prace pfi vyvoji a nasazeni jadernych zbrani.



20 NEBOJTE SE MATEMATIKY

. TADY @ ’ dovaninka
JSTE hypotéza

algebroicka
G geometrie

TSR A
Yy Ixt ) -

. indy® -t
9N +enl, (I-x‘)}
: % - ———
% 2sioxeast |(1-

+C

jedmnoduché soZite

v

Zéakladni aritmetické fakty, jako je rovnice 1 + 2 = 3, jsou jednoduché a plytké.
Do stejné kategorie patfi i zdkladni identity jako sin(2x) = 2 sin x cos x nebo kvadra-
ticka rovnice: chceme-li se o jejich platnosti presvédcit, da to trochu vice prace nez
uvztahu 1 + 2 = 3, ale celkové nemaji prilisny koncepéni vyznam.

Kdy?z se presuneme do tfidy komplikovanych a zaroven mélkych problémi, fesi-
me napriklad nasobeni dvou desetimistnych ¢isel, vypocet slozitého uréitého integra-
lu, nebo - po nékolika ro¢nicich univerzity — Frobenitv teorém v moduldrni formé
mikroprocesoru 2377. Je pravdépodobné, ze z néjakého diivodu budeme potiebovat
odpovéd na problém toho typu. Jeho ru¢ni feseni by pritom nepochybné bylo velmi
neprijemné, nebo dokonce nemozné. V pripadé modularni formy je pritom dokonce
nutné mit pomérné hluboké znalosti, aby clovék viibec pochopil, co ma délat. Znalost
odpovédi na takové otazky vsak nijak neprispiva k nasim znalostem o svété.

V kvadrantu komplikovanych a zasadnich otazek se snazi vétsinu casu travit pro-
fesiondlni matematici. Zde se nachazeji slavné teorémy a domnénky: Riemannova
hypotéza, Fermatova posledni véta,” Poincarého domnénka, P versus NP problémy,

Godelav teorém... Kazdy z uvedenych teorémt souvisi s hlubokymi idejemi, ma

*  Profesionalové ji nyni nazyvaji Wilesiv teorém, protoZe ji nedokdzal Fermat, ale teprve An-

drew Wiles (se zasadni pomoci Richarda Taylora). Tradi¢ni nézev se v§ak patrné nikdy nepo-
daff vymytit.
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zasadni vyznam a vyznacuje se uchvatnou krasou a hrozivou technickou naro¢nosti.
O kazdém z nich lze pfitom napsat samostatnou knihu.

V této knize se jimi vSak zabyvat nebudeme. Ziistaneme v levém hornim kvadran-
tu — v oblasti jednoduchych, ale pfitom zasadnich otazek. Budeme se zabyvat mate-
matickymi idejemi, které mize pfimo a efektivné uplatnit kdokoli, at uz svou mate-
matickou pripravu skoncil jesté pred algebrou, nebo mnohem pozdéji. A nejde pri-
tom o ,,pouha fakta“ jako u jednoduchych aritmetickych vyraz, ale jedna se o princi-
py, které lze aplikovat mnohem Sifeji a nejen ve sféte, kterou jsme si zvykli povazovat
za matematiku. Kdyz se tyto praktické nastroje nau¢ime spravné pouzivat, pomohou
nam vyvarovat se omyld.

Cista matematika mtZe ptipominat kldster — jedna se o tiché misto, které je bez-
pecné izolovano pred skodlivymi vlivy chaotického a proménlivého svéta. Ja jsem
vyrustal uvnitf takovych zdi. Jiné déti s matematickym talentem ptitahovaly aplikace
fyziky, genomika nebo ¢erna magie spravy investi¢nich fondu, ale ja jsem o Zadné
takové prizemni véci nemél zajem.” Pfi studiu matematiky jsem se zaméril na teorii
¢isel, kterou Gauss oznacil za , kralovnu matematiky® Tento viibec nejéistsi obor by-
chom mohli ptirovnat k uzamcené zahradé v samém srdci klastera. Navstévnici této
zahrady tam hloubaji nad stejnymi otdzkami ohledné ¢isel a rovnic, které trapily uz
staré Reky, a za uplynulych 21 stoleti se pfilis nevyjasnily.

Nejdrive jsem se zabyval klasickou ¢asti teorie Cisel a dokazoval jsem vlastnosti
sum ¢tvrtych mocnin celych ¢isel. Kdyz nebylo vyhnuti, mohl jsem svou praci vy-
svétlit i svym pribuznym, i kdyz postup dokazovani uz jsem jim objasnit neumél.
Zanedlouho mé vsak prilakaly jesté abstraktnéjsi sféry a vrhl jsem se na zkoumani
problémt, které se tocily kolem objektt typu ,,rezidudlné modularnich Galoisovych
reprezentaci®, ,,kohomologie modularnich schémat®, ,,dynamickych systémi homo-
gennich prostort“ a podobnych véci. O nich jsem si uz mohl promluvit pouze s lid-
mi, ktefi se pohybuji ve stejném prostfedi prednaskovych sini a pracoven univerzit
od Oxfordu pres Princeton, Kjoto, Pafiz az po Madison ve staté Wisconsin, kde nyni
ptisobim jako profesor. Kdyz vam feknu, Ze tato problematika je vzrusujici, smyslu-
plna a krasna, a premysleni o ni mé nikdy nepfestane bavit, musite mi prosté véfit.

*  Musim pfiznat, ze po dvacatém roce véku jsem néjaky cas premyslel o tom, Ze bych mohl

psat uméleckou beletrii. Dokonce jsem opravdu napsal jeden umélecky romédn (s ndzvem
The Grasshopper King), ktery vysel tiskem. Pfi jeho tvorbé jsem si vSak uvédomil, Ze kazdy
den vénovany uméleckému psani jsem z poloviny stravil bloumanim, kdy jsem litoval toho,
Ze se nevénuji matematickym problémum.
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Studenti totiz musi projit dlouhym vzdélanim, nez se viibec dostanou na takovou
uroven, aby si pfislu$né objekty dokazali predstavit.

Stalo se v$ak néco prekvapivého. Jak jsem se pfi svém vyzkumu poustél do sta-
le abstraktnéjsich oblasti daleko od bézného Zivota, stile vice jsem si uvédomoval,
nakolik se matematické zakonitosti projevuji ve svété za zdmi mého utocisté. Ne-
$lo o Galoisovy reprezentace ani kohomologii, ale o principy, které byly jednodussi
a star$i, ale pritom stejné hluboké - o levy horni kvadrant koncep¢éniho schématu.
O tom, jak svét vypada matematickym pohledem, jsem zacal psat ¢lanky do ¢asopisit
a novin. Ke svému prekvapeni jsem zjistil, Ze moje texty ochotné ¢tou i lidé, kteri
0 sobé tvrdi, Ze matematiku nenavidi. Ctenate jsem ucil matematiku, ale Gplné jinak,
nez u¢im své univerzitni studenty.

Podobné jako ve svém univerzitnim kurzu jsem vsak ¢tenaitim zadaval jisté ukoly.
Vratme se jesté k von Neumannove eseji ,The Mathematician®:

»1€Z81 je porozumét konstrukei letadla a teoriim o silach, diky nimz se letadlo
vznasi a pohybuje, nez do letadla pouze nastoupit a nechat se nékam prepravit — nebo
je dokonce pilotovat. Je zvlastni, Ze ¢lovék by mél vSechny principy pochopit, aniz by
se predtim podrobné seznamil s tim, jak se projevuji a vyuzivaji, aniz by je vstiebal
instinktivnim a empirickym zptisobem.*

Jinymi slovy: je docela obtizné porozumét matematice bez toho, Ze bychom néco
spocitali. Ke geometrii nevede zZadna kralovska cesta, jak fekl Eukleides Ptolemaio-
vi nebo (podle jiného zdroje) Menaechmus Alexandru Velikému. (Budme uptimni:
slavné vyroky pripisované davnym ucenctim jsou pravdépodobné smyslené, ale kvuli
tomu nejsou o nic méné poucné.)

V této knize vam nebudu predvadét velkolepé matematické monumenty a vybizet
vas, abyste je zdalky obdivovali. Misto toho si vyhrneme rukavy a néco spocitame.
Kdy? si to vyklad vyzada, uvedu nékolik vzorct a rovnic. K jejich pochopeni vak ne-
bude potieba zadna formalni matematika nad ramec zakladni aritmetiky, ackoli hod-
né matematickych problému presahujicich aritmetiku vysvétlime. Nacrtneme také
néjaké orientacni grafy a schémata. Setkame se s tématy $kolni matematiky, avSak
mimo jejich béznou doménu. Uvidime, jak trigonometrické funkce popisuji rozsah,
v jakém souviseji dvé proménné, co nam diferencidlni pocet mtize fici o vztazich
mezi linearnimi a nelinedrnimi jevy a jak kvadratickd funkce mize poslouzit jako
kognitivni model védeckého badani. Dostaneme se také k tém castem matematiky,
které obvykle musi ¢ekat na univerzitni troven ¢i jesté déle, napriklad ke krizi teorie

vy 7

mnozin, kterd zde poslouzi jako urc¢ita metafora pravniho ptsobeni Nejvyssiho soudu
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USA a plisobeni baseballovych rozhod¢ich, nedavnému vyvoji v analytické teorii ¢i-
sel, ktery doklada vzajemné vztahy mezi strukturou a nahodnosti, a teorii informaci
a kombinatorickym schémattim, kterymi lze vysvétlit, jak skupina studenti MIT vy-
hréala miliony dolart diky tomu, Ze pochopila principy massachusettské statni loterie.

Obc¢as narazime na drby tykajici se slavnych matematikii a na nékolika mistech
se pustime do filozofickych spekulaci. Dokonce si pfedvedeme jeden ¢i dva dikazy.
Nebudeme vsak zadavat zadné domaci ukoly ani testy.
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Obsah této cdsti: Lafferova ktivka, jednostrankové vysvétleni dife-
rencidlniho poctu, zdkon velkych Cisel, riizné analogie tykajici se
terorismu, ,,v roce 2048 budou vsichni Americané obézni', proc se
v Jizni Dakoté vyskytuji nddory mozku castéji nez v Severni Dako-
té, duchové zmizelych mnozstvi, zvyk definic
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fed nékolika lety, kdy se v USA naplno rozhofela bitva o zdkon Affordable

Care Act o vieobecné zdravotni péci, zverejnil Daniel J. Mitchell z liberalniho

institutu Cato Institute prispévek na blogu s provokativnim nazvem: ,,Pro¢
se Obama snazi Spojené staty vice pripodobnit Svédsku, kdyz Svédi od §védského
modelu ustupuji?“

To je dobra otazka! Kdyz ji formulujeme timto zptisobem, vypada to docela zvra-
cené. Pane prezidente, pro¢ jdete proti proudu déjin, kdyz staty s rozvinutym so-
cidlnim systémem po celém svété — dokonce i to malé a bohaté Svédsko - omezuji
rozsahlé socidlni vyhody a snizuji dané? ,,Pokud se Svédi ze svych chyb poudili a snazi
se nyni velikost a rozsah svého socidlniho statu zmensit,“ piSe Mitchell, ,,pro¢ jsou
americti politici odhodlani jejich omyly opakovat?“

Chceme-li na tuto otazku odpovédét, budeme potrebovat mimorddné védecky

graf. Nejdrfive si ukazme, jak vypada svét podle pracovniki Cato Institute:

S

. LIBERALNI UTOPIE

PROSPERITA

SVEDSKO

CERNA DIiRA
SOCIALISMU

o
SVEDSKOST
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vy .

Osa x predstavuje $védskost” a osa y néjak méfi prosperitu. Zatim nefe$me, jak
presné tyto veli¢iny kvantifikujeme. Princip je jednoduchy: podle tohoto grafu plati,
7e ¢im vice $védskosti, tim je na tom zemé hifte. Svédi samoziejmé nejsou hloupi
a prisli na to také, takze se vydali smérem doleva nahoru na cestu k volnotrzni pro-
sperité. Prezident Obama v8ak mifi §patnym smérem - dolt.

Nyni nacrtnéme stejné schéma z pohledu lidi, jejichz ekonomické nazory jsou
blizsi prezidentu Obamovi nez ustavu Cato Institute:

Z tohoto obrazku miizeme ziskat uplné jinou predstavu o tom, jaka troven $véd-
skosti je pro nas nejlepsi. Kde dosahneme nejvétsi prosperity? V jistém bodé¢, ktery
je vice $védsky nez USA, ale méné §védsky nez samotné Svédsko. Pokud plati tento

nakres, Obama zcela opravnéné posiluje americky socialni stat, zatimco Svédi ten

\

svij redukuji.

SVEDSKO

USA

£

P

w

QA

0

Q

Y,

(\%
-—-.__.._‘)
SVEDSKOST

Rozdil mezi dvéma obrazky spociva v rozdilu mezi linearitou a nelinearitou, coz
je jeden ze zasadnich matematickych protikladu. Krivka institutu Cato je definovana
ptimkou,” zatimco ta druha - s hrbem uprostied - nikoli. Pfimka patfi mezi kfivky,
ale jednd se o specidlni typ. PFimky se pfitom vyznacuji nejriiznéjsimi specialnimi

vlastnostmi, které obecné kiivky nemaji. Nejvy$si bod na tsecce — v tomto pripadé

»Svédskost“ zde oznaluje ,,rozsah socidlnich sluzeb a zdanéni®, nikoli jiné charakteristiky
Svédska, jako je ,,snadnd dostupnost sledtt v desitkdch riznych omacek®, v ¢emz by se Svéd-
sku v8echny ostatni zemé samoziejmé mély snazit vyrovnat.

** Nebo useckou, pokud vdm na tom zalezi. Rozdil zde nebudeme p#ili§ rozebirat.
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bod maximalni prosperity - musi byt na jednom z jejich koncti. Tak se usecky prosté
chovaji. Pokud je snizovani dani vyhodné z hlediska prosperity, pak vyraznéjsi snizeni
dani je jesté lepsi. A pokud se Svédi chtéji své $védskosti zbavit, méli bychom to udélat
také. Expertni skupina opa¢ného nazorového zaméfeni nez Cato by mohla hlasat, ze
pfimka je orientovana opacné a smétuje z levého dolniho do pravého horniho rohu
grafu. A pokud by ¢ara vypadala takto, mohli bychom socidlni vydaje zvySovat bez
omezeni. Optimalni politiku bychom mohli popsat jako Maximalni §védskost.

Kdyz o sobé nékdo tvrdi, Ze ,,nemysli linedrné®, asi se vam chce omluvit, ze ztra-
til néco, co jste mu pujcili. Nelinearita v§ak opravdu existuje! V tomto kontextu je
nelinedrni mysleni klicové, protoze ne kazda ktivka je rovna. Kdyz se chvili zamy-
slime, uvédomime si, ze skute¢né kfivky v ekonomii vypadaji tak jako na druhém
obrazku a nikoli na tom prvnim. Nejsou linearni. Mitchellova vaha predstavuje
ptiklad mylné linearity — aniz by to vyslovné priznal, predpoklada, Ze vyvoj prospe-
rity 1ze popsat tseckou na prvnim obrazku. V tom ptipadé by platilo, ze kdyz svou
socialn{ infrastrukturu omezuje Svédsko, méli bychom délat totéz i my v USA.

Jakmile v$ak pripustime, ze socidlniho statu mtize byt jak ptili§ mnoho, tak i prilis
malo, dojde ndm, Ze linedrni obrazek je chybny. Uplatiuje se slozitéjsi zavislost nez
takovd, kterou bychom mohli vyjadrit sloganem ,vice statu je $patné, méné statu je
dobré® Stejné situaci Celili i generalové, ktefi se obratili na Abrahama Walda: leta-
dlim s prili§ tenkym pancifem hrozilo sestrelent, ale prili§ silné chrdnéna letadla by
viibec nemohla vzlétnout. Otazka nestoji tak, zda je vhodné pancif posilit, ¢i redu-
kovat. Spravna volba zavisi na tom, od jak silné pancéfovaného letadla vychazime.
Pokud existuje optimdlni feseni, nachdzi se nékde uprostred a neni vhodné se od néj
vzdalit ani na jednu stranu.

Nelinedrni uvazovani znamena, ze nds smér by mél zdviset na tom, kde se jiz na-
chazime.

Tento postfeh neni novy. Jiz z fimskych dob pochazi slavna Horatiova po-
znamka ,,Est modus in rebus, sunt certi denique fines, quos ultra citraque nequit
consistere rectum* (,Ve vécech existuje mira. Jsou urcité hranice, mimo néz ne-
muZe existovat to, co je spravné®). A jesté drive si Aristotelés ve své Etice Niko-
machové povsiml, Ze zdravotnimu stavu $kodi jak pfili§ malo, tak i prili§ mnoho
jidla. Optimum lezi nékde uprostied, protoze zavislost mezi pfijmem potravy
a zdravim nenfi linearni, ale kfivkova. Pfi obou extrémech se totiz ¢lovék dostava
do problémi.
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Magicka ekonomie

Ironii osudu ekonomicti konzervativci, jako jsou pracovnici institutu Cato, kdysi
témto principtim rozumeéli nejlépe. Vite, co predstavuje ten druhy graf? Ten védecky
vyhlizejici, s hrbem uprostfed? Nejsem prvni, kdo jej nakreslil. Oznacuje se jako La-
fferova kfivka a v ekonomické politice Republikanské strany hraje zasadni roli jiz té-
méf Ctyficet let. V poloviné Reaganova piisobeni v ufadu prezidenta se kfivka v eko-
nomickych diskuzich jiz natolik etablovala, Ze ji Ben Stein zahrnul do své improvi-
zované prednasky ve filmové komedii Volny den Ferrise Buellera (Ferris Bueller’s Day
Off):

Vite nékdo, co to je? Studenti! Vi to nékdo z vas? Prihlasi se nékdo? Uz jste to
nékdy videli? Je to Lafferova kfivka. A vite, co znamena? Jde o to, Ze v tomto
misté kiivky danovych vynost ziskate piesné stejné penéz jako v tomto mis-
té. To je hodné kontroverzni. Vzpomenete si, jak to roku 1980 nazval vice-
prezident Bush? Prihlasi se nékdo? Né-ja-ka ekonomie. Magicka ekonomie.

O Lafferové ktivce se vypravi tato historka: Arthur Laffer, ktery tehdy piisobil jako
profesor ekonomie na Chicagské univerzité, v roce 1974 v elegantni hotelové restaura-
ci ve Washingtonu vecerel s Dickem Cheneym, Donaldem Rumsfeldem a redaktorem
novin Wall Street Journal Judem Wanniskim. Dohadovali se o danovy plan prezidenta
Forda, a kdyz se diskuze hodné priosttila, Laffer udélal to, co intelektualové v tako-

vych chvilich délaji — vytahl ubrousek’ a nakreslil schéma. Obrazek vypadal takto:

*  Laffer zminku o ubrousku zpochybiiuje. Pamatuje si, Ze v restauraci méli elegantni latkové
ubrousky, které by se nikdy neodvdzil zni¢it néjakou ekonomickou ¢mdranici.
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VYNOSY

DANOVA SAZBA
o7, SAZBA oo

Na vodorovné ose je uroven zdanéni a svisla osa znazornuje uroven danovych
vynost, které vlada ziskava od poplatnikii. Na levé strané za¢ina graf danovou saz-
bou 0 %. V tomto pripadé z definice stat nema zadné danové prijmy. Na pravé stra-
né dosahuje danova sazba 100 %. At uz mate jakykoli pfijem - ze svého podnikani
nebo z platu, ktery dostavate -, vSe jde pfimo do pokladnice ministerstva financi.

Ktera je ovSem prazdna. Kdyz totiz stat vysaje kazdy cent vasich pfijm, které zis-
kavéte za to, Ze dochézite ucit studenty, prodavat hardware nebo ridit tym, pro¢ byste
se vlastné méli obtézovat? Na samém pravém konci grafu lidé viibec nepracuji. Pii-
padné pokud pracuji, zapojuji se do neformalni $edé ekonomiky, kam ruka bernaku
nedoséhne. Statni prijmy z dani jsou opét nulové.

Ur¢ité prijmy z dani stat ziskava ve stfedni oblasti krivky, kde je danové zatizeni
vy$si nez nulové, ale nedosahuje celkové vyse prijmt - jinymi slovy v oblasti, ktera
odpovida redlnému svétu.

To znamena, ze ktivka zachycujici vztah mezi danovou sazbou a statnimi pfi-
jmy z dani nemtize byt pfimd. V takovém pripadé by byly pfijmy na levém nebo
pravém okraji grafu maximalni, ale v obou téchto pripadech jsou pritom nulové.
Jestlize se aktudlni dan z pfijmu hodné blizi nule, takze se nachazime v levé ¢asti
grafu, pak zvy$enim dani muze stat ziskat vice penéz, z nichz mutize financovat
vladni sluzby a programy. To odpovidd nasemu intuitivnimu ocekavani. Pokud
vSak danova sazba neni prili§ daleko od 100 %, pfi zvyseni dani ve skute¢nosti
statni prijmy poklesnou. Jsme-li napravo od vrcholu Lafferovy ktivky a chceme-li
omezit deficit, aniz bychom kratili vydaje, mtizeme vyuzit jednoduché a politicky
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lakavé reseni: snizit danovou sazbu a tim zvysit prijmy, které plynou do statniho
rozpoctu. Jak jsme jiz uvedli, nds smér by mél zdaviset na tom, kde se jiz nachdzime.

Kde tedy jsme? Tady zacinaji nesnaze. V roce 1974 se nejvyssi sazba dané z pfijmu
rovnala 70 % a nazor, Ze USA jsou v pravé sestupné casti Lafferovy krivky, byl do jisté
miry pritazlivy - zejména pro téch nékolik $tastlivca, ktefi platili dané v této sazbé,
jez se vztahovala pouze na pfijmy nad prvnich 200 000 USD ro¢né.” A Lafferova kfiv-
ka nasla svého horlivého zastance: Wanniski tuto teorii dostal do povédomi verfejnosti
diky své knize, kterou roku 1978 vydal pod ponékud arogantnim nazvem The Way
the World Works (Jak svét funguje).” Wanniski skute¢né véril tomu, co hldsal. Doka-
zal vhodné zkombinovat ideovy zapal a politicky instinkt, takze jeho ideu, kterou za
ponékud vysinutou povazovali i zastdnci snizovani dani, zacali lidé ptijimat. Viibec
mu nevadilo, Ze jej néktefi oznacuji za cvoka. , Mimochodem co to znamena, Ze jsem
cvok?“ zeptal se pii jednom rozhovoru. ,Thomas Edison byl cvok, Leibniz byl cvok,
Galileo byl cvok, a tak dale. Za cvoka je povazovan kazdy, kdo ptijde s novou mys-
lenkou, ktera narusuje dosavadni zptsob uvazovani a ktera lezi daleko od hlavniho
proudu.”

(Na okraj: zde je dtlezité upozornit, ze lidé s nekonven¢nimi myslenkami, ktefi
sami sebe prirovnavaji k Edisonovi a Galileovi, nikdy nemaji pravdu. Dopisy psa-
né v tomto stylu dostavam alespon jednou mési¢né. Obvykle je posilaji lidé, ktefi
maji ,,dtikazy“ matematickych tvrzeni, o nichz je jiz stovky let znamo, Ze jsou chybné.
Mohu vam zarucit, ze Einstein netikal vSem okolo: ,,Podivejte, vim, Ze tahle obecna
teorie relativity vypada blaznivé, ale to tvrdili i o Galileovi!®)

Lafferovu ktivku lze jednoduse znazornit a popisuje jev, ktery zdanlivé odporuje
nasi intuici. Diky tomu pfisla velmi vhod politiktim, ktefi se ke snizovani dani pri-
klanéli jiz predtim. Jak to formuloval ekonom Hal Varian: ,Mizete ji kongresmanovi
vysvétlit za $est minut a poté o ni dokaze mluvit Sest mésictl.“ Wanniski se nejdfive
stal poradcem Jacka Kempa a poté Ronalda Reagana, jehoz ekonomické nazory for-
movaly zku$enosti, které ziskal o ¢tyri dekady drive jako bohata filmova hvézda 40.
let. Jeho rozpoctovy $éf David Stockman vzpomina:

[Reagan] casto opakoval: ,,Mezi bohdce jsem se dostal pfi nataceni filma

za druhé svétové valky.“ V té dobé kvuli vale¢né prirdzce dosahovala dan z pti-

vy

jmu 90 %. ,Mohli jste zahrat jen ve ¢tyfech filmech a uz jste byli v nejvy$sim

Nékde mezi pil milionem a jednim milionem dolarti ro¢né v dne$nich cendach.

** Sebevédomi mu rozhodné nechybélo.
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pasmu,“ pokracoval. ,Vsichni jsme tedy po ¢tvrtém filmu prestali pracovat
a odjeli jsme na venkov.“ Kvtili vysokym danim lidé méné pracovali. Nizké
dané vedly k tomu, Ze lidé pracovali vice. Védél to z vlastni zkusenosti.

V soucasnosti sotva najdeme renomovaného ekonoma, ktery by se domnival,
ze se nachdzime na sestupné casti Lafferovy ktivky. To by nas nemélo prekvapovat
vzhledem k tomu, Ze nejvyssi ptijmy jsou nyni zdanény pouhymi 35 %, coz je sazba,
ktera by po vétsinu dvacatého stoleti lidem pripadala absurdné nizka. Ale dokonce
i v Reaganové éfe jsme pravdépodobné byli vlevo od vrcholu kfivky. Greg Mankiw,
ekonom z Harvardovy univerzity a republikan, ktery predsedal Radé ekonomickych

poradcti druhého prezidenta Bushe, ve své ucebnici mikroekonomie pise:

Dalsi historicky vyvoj neprokazal Lafferovu domnénku, ze nizsi danové saz-
by povedou ke zvyseni danovych prijmt. Kdyz Reagan po svém zvoleni snizil
dané, danové vynosy se nezvysily, ale snizily. Pfijem z dani z osobnich ptijma
(na osobu, korigovany na inflaci) poklesl v letech 1980 az 1984 o 9 %, ackoli
pramérny prijem (opét na osobu a korigovany na inflaci) ve stejném obdobi
vzrostl 0 4 %. Jenze jakmile danové skrty zacaly platit, bylo tézké zase je zrusit.

Nyni bychom méli pro zastance ekonomie strany nabidky projevit trochu pocho-
peni. V prvé radé cilem danové politiky nemusi byt maximalizace statnich pfijm?u.
Milton Friedman, o kterém jsme se naposledy zminili v souvislosti s tim, Ze za dru-
hé svétové valky pracoval na utajovaném vojenském projektu Statistical Research
Group, pozdéji ziskal Nobelovu cenu, radil nékolika americkym prezidenttim a stal
se vyznamnym propagatorem nizkych dani a ekonomického liberalismu. Ohledné
dani se Friedman proslavil vyrokem: ,,Jsem zastancem snizovani dani za v§ech okol-
nosti a pod jakoukoli ziminkou, z libovolného diivodu a kdykoli je to mozné.” Podle
jeho nazoru bychom neméli hledat vrchol Lafferovy ktivky, kde jsou statni danové
vynosy maximalni. Friedman byl presvédcen, Ze stat penize, které dostane, nakonec
kompletné utrati, a tyto prostfedky ptitom zpravidla vynaklada neptili§ efektivnim
zptisobem.

Umirnénéjsi zastanci ekonomie strany nabidky, jako je Mankiw, argumentuji, Ze
niz$i dané mohou lidi 1épe motivovat k tomu, aby pilné pracovali a zaklddali firmy.
To nakonec vede k vétsi a silnéjsi ekonomice, i kdyz se snizeni dani bezprosttedné
projevuje niz$imi vladnimi pfijmy a vy$sim deficitem rozpoctu. Ekonom, ktery je
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vétsim priznivcem redistribuce, by mohl poznamenat, zZe $krty ptsobi obousmérné:
je mozné, ze kviili své niz$i schopnosti utracet stat méné investuje do infrastruktury,
nedokaze G¢inné bojovat s finanénimi podvody a obecné vykonava méné ¢innosti,
diky nimz se muaze darit volnému podnikani.

Mankiw také upozornuje, ze velmi bohati lidé - ti, ktefi dfive odvadéli 70 % z nej-
vys$stho pasma svych pfijmi - po Reaganovych danovych $krtech skute¢né platili
vyssi dané.” To vede k ponékud neprijemné moznosti, ze pokud chce stat maximali-
zovat své prijmy, mél by zvysit dané stfedni tridé, které nezbyva nic jiného nez dale
pracovat. Bohatym lidem je lepsi dané snizit. Nahromadili jiZ totiz tolik penéz, ze
mohou vérohodné pohrozit, ze pokud je stat bude zdanovat podle jejich nazoru prilis
vysokou sazbou, prestanou investovat do mistni ekonomiky nebo své prostredky pre-
vedou do zahranici. Jestlize je tato Givaha spravna, hodné levicové smyslejicich lidi da
neochotné za pravdu Miltonu Friedmanovi: maximalizace danovych pfijmi mozna
nakonec neni tak vyhodna.

Mankiw ponékud diplomaticky uzavira: ,Lafferovo tvrzeni neni uplné nepodlo-

7«

zené.“ Ja bych Laffera ocenil mnohem jednoznacnéji! Jeho graf ukazuje zasadni a ne-
sporny matematicky fakt, Ze vztah mezi zdanénim a vynosy nutné nemusi byt line-
arni. Nemusi samoziejmé odpovidat jedinému plynulému vrcholu, jaky naértl Laffer,

ale maze vypadat jako lichobéznik

nebo velbloudi hrby

*  Obtiznéjsi je s jistotou fici, zda byly vyssi datiové prijmy zpiisobeny tim, ze bohati, které dan

z ptijmu tolik nezatézovala, zacali vice pracovat, jak predpovida teorie strany nabidky.
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nebo chaoticka kiivka se spoustou vychylek’

ale pokud v nékterém misté roste, musi v jiné své ¢asti klesat. Opravdu je mozné
byt prili§ $védsky. S timto tvrzenim by Zadny ekonom nepolemizoval. A jak upozor-
nil sam Laffer, mnozi odbornici ze spolecenskych véd tomu rozuméli jiz pred nim.
Pro vétsinu lidi to vSak uplné samoziejmé neni - alespon do chvile, nez zahlédnou
schéma na ubrousku. Laffer dokonale chéapal, Ze jeho kfivka nedokaze urcit, zda jsou
dané v néjaké konkrétni ekonomice prilis vysoké. Proto sviij graf nedoplnil zadnymi
¢isly. Kdyz pti parlamentnim slySeni dostal otazku, kde lezi optimalni danovd sazba,
ptiznal: ,Nedokazu to presné zmérit, ale mohu Fici, jaké ma tato sazba vlastnosti — to
umim.“ Lafferova ktivka fika pouze to, Ze snizeni dani miiZze za urcitych okolnosti
zvysit danové prijmy. Chceme-li vak tyto okolnosti ur¢it, potfebujeme k tomu hlu-
bokou, ndro¢nou a empirickou praci, jaka se na ubrousek nevejde.

Na Lafferové kfivce neni nic $patného — problém spociva pouze v tom, jak ji lidé
vyuzivaji. Wanniski a politici, ktefi jeho idejim naslouchali, se stali obéti nejstarsiho

falesného sylogismu:

Je mozné, ze snizeni dani zvysi statni prijmy;
chci, aby platilo, Ze snizeni dani zvysi statni prijmy;

proto je pravda, Ze snizeni dani zvysi statni ptijmy.

*  Nebo jesté jinak: viibec to nemusi byt jedina ktivka, jak pomoci slozité ,neo-Lafferovy kiiv-
ky*“ ve svém jizlivém hodnoceni teorie strany nabidky s ndzvem ,,The Laffer Curve® (Lafferova
kiivka) ilustroval Martin Gardner.
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ozna si fikate, Ze nepotfebujete profesionalniho matematika, aby vés po-

ucoval, Ze véechny kfivky nejsou rovné. Linedrni mysleni se vSak projevu-

je véude. Dopoustime se jej pokazdé, kdyz fikame, Ze pokud je vyhodné
néco mit, je jesté lepsi mit toho vice. Tohoto zjednoduseni vyuzivaji politi¢ti kiiklou-
ni: ,,Podporujete vojensky zasah proti Irdnu? Myslim, Ze byste chtél provést pozemni
invazi do kazdé zem¢, jejiz predstavitelé si dovoli nds kritizovat!“ Nebo naopak: ,,Sbli-
zeni s Irinem? Nejspi§ se také domnivéte, Ze jsme se méli Adolfu Hitlerovi snazit lépe
porozumét.”

Proc¢ je tento typ uvazovani tak oblibeny, kdyz se sta¢i na okamzik zamyslet, aby-
chom si uvédomili, jak je nespravny? Pro¢ by se kdokoli tfeba jen na okamzik domni-
val, Ze vSechny ktivky jsou primé ¢ary, kdyz to zjevné neplati?

Jeden z diivoda spociva v tom, Ze v jistém smyslu to vlastné plati. Tento piibéh

zacind u Archimeda.

Vycerpani
Jakou plochu ma tento kruh?

V moderni dobé je tento problém tak bandlni, Ze bychom jej mohli najit ve $kol-
nich testech. Plocha kruhu je ddna vzorcem nr” Polomér r se v tomto pripadé rov-
na 1, takze plocha odpovida ¢islu m. Pred dvéma tisici lety se vSak jednalo o nepri-
jemnou otevrenou otazku, ktera byla natolik diilezita, Ze se na ni zaméfil samotny
Archimedes.
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Pro¢ to bylo tak tézké? V prvé fadé stati Rekové nepovazovali &islo nt za &islo jako
my. Cisla, kterym rozuméli, patiila do mnoziny celych ¢isel, kterymi bylo mozné po-
¢itat predméty: 1, 2, 3, 4... Avsak ukdzalo se, ze jiz prvni velky uspéch fecké geomet-
rie — Pythagorova véta’ - zptisobil zkazu jejich ¢iselného systému.

Uvedme obrazek:

?

—

|

Pythagorova véta tvrdi, Ze obsah ¢tverce nad preponou — stranou pravouhlého
trojuhelnika, ktera nesousedi s pravym tthlem - se rovna souctu ¢tvercti nad zbyva-
jicimi dvéma stranami neboli odvésnami. Na tomto obrazku to znamena, Ze ¢tverec
nad preponou ma plochu 17 + 1> = 1 + 1 = 2. Konkrétné plati, Ze prepona je delsi
nez 1 a kratsi nez 2 (jak se miizeme presvéd¢it na vlastni o¢i a nepotrebujeme pritom
z4dnou matematickou vétu). To, Ze délka nebyla déna celym &islem, pro Reky samo
0 sobé nepredstavovalo problém. Mohli si to vysvétlit tim, Ze v§e mérili nespravnymi
jednotkami. Pokud by zvolili mérnou jednotku tak, aby byly odvésny dlouhé 5 jed-
notek, mohli by pravitkem zjistit, Ze pfepona ma asi 7 jednotek. Zhruba sedm - ale je
trochu deldi. Ctverec nad pieponou se totiz rovna

Mimochodem nevime, kdo Pythagorovu vétu dokazal jako prvni, ale védci jsou si téméf jisti,
Ze samotny Pythagoras to nebyl. Ve skute¢nosti o0 ném nevime témér nic kromé zakladniho
faktu, ktery dosvéd¢uji jeho soucasnici, Ze v $estém stoleti pred nasim letopoctem zil a prosla-
vil se vzdélany muz tohoto jména. Zékladni vypravéni o jeho zivoté a dile pochézeji z obdobi
téméf osm set let po jeho smrti. V té dobé jiz skute¢ného Pythagora tplné nahradil jeho
mytus, jenz do jedné osoby shrnul filozofii vSech u¢enct, ktefi se oznacovali za pythagorejce.
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524+52=25+25=50

a pokud by pfepona byla dlouha 7 jednotek, jeji ¢tverec by mél plochu 7 x 7 = 49.

Ptipadné pokud by odvésny byly dlouhé 12 jednotek, méla by prepona témér pres-
né 17 jednotek. Byla by vS§ak malicko kratsi, protoze 122 + 122 je 288, coZ je nepatrné
méné nez 17? neboli 289.

TROCHU
DELSI
NEZ 7

%

A nékdy v patém stoleti pfed nasim letopoctem jeden z clent pythagorejské sko-
ly zjistil $okujici véc: neexistoval Zddny zpiisob, jak zmérit rovnoramenny pravouthly
trojuhelnik tak, aby délky vSech jeho stran udavala cela ¢isla. Dnesni matematici by
fekli, Ze ,,druhd odmocnina ze dvou je iracionalni ¢islo®, coz znamena, Ze neni urc¢eno
podilem zadnych dvou celych ¢isel. Pythagorejci v§ak nic takového neprohlasili. Jak
by mohli? Jejich idea mnozstvi byla postavena na pomérech celych ¢isel. Z jejich hle-
diska se ukazalo, ze délka té prepony viibec neni Cislo.

To zptisobilo porddny zmatek. Je totiz potieba pfipomenout, zZe pythagorejci byli
vyjimecni podivini. Jejich filozofie predstavovala nesourodou smés riiznych prvki:
nékteré bychom dnes zaradili do matematiky, jiné spiSe do nabozenstvi a jesté dal-
$§1 bychom povazovali za znamku dusevni choroby. Vérili, ze lichd ¢isla jsou dobra
a suda cisla zI4, Ze na druhé strané Slunce se nachazi planeta Antichthon stejné jako
nase Zemé a ze bychom neméli jist fazole, podle nékterych zprav kvili tomu, ze ukry-
vaji duse zemfelych lidi. O samotném Pythagorovi se fikalo, Ze dokaze rozmlouvat
s dobytkem (zvifata mu prozradila, ze nema jist fazole). Patfil také k nemnohym Re-
kiim, ktefi v té dobé nosili kalhoty.

Matematika pythagorejct byla neoddélitelné spjata s jejich ideologii. Podle legen-
dy (asi neni pravdiva, ale poskytuje dobrou predstavu o pythagorejském pristupu)
dokazal iracionalitu druhé odmocniny ze dvou muz jménem Hippasus. Za to, Ze do-
kazal takovy nechutny teorém, jej jeho kolegové vrhli do more, kde se utopil.
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Objeveny teorém vsak utopit nedokazali. Naslednici pythagorejcti jako Eukleides
a Archimedes chépali, Ze si musi vyhrnout rukavy a nékteré objekty méfit, i kdyz se
dostanou mimo thlednou zahradku celych ¢isel. Nikdo tehdy nevédél, zda 1ze pouze
pomoci celych ¢isel vyjadrit plochu kruhu.” Kola se v§ak musi tocit a sila je nutné
naplnit,” takze bylo potfeba pustit se do méfeni.

S ptivodni myslenkou prisel Eudoxos z Knidu a Eukleides ji zahrnul do dvanacté
knihy svych Zakladii. Teprve Archimedes v$ak cely projekt doopravdy rozvinul. Dnes
jeho pristup oznacujeme jako metodu vycerpdni. A za¢ina se nasledujicim zptisobem.

Ctverec na obrazku se oznacuje jako vepsany ctverec. Kazdy z jeho rohtt se kruhu
pouze dotyka, ale jeho okraj nepresahuje. K ¢emu je to dobré? Kruhy jsou totiz za-
hadné a hrozivé, ale se Ctverci se oproti nim pracuje snadno. Pokud pred sebou mame
¢tverec s délkou strany X, jeho plocha se rovna prosté X krat X — proto druhé mocni-
né Cisla fikdme také ¢tverec (kvadrat). Zékladni pravidlo matematického Zivota zni:
pokud vas svét postavi pred obtizny problém, pokuste se nejdfive vyresit jednodussi
problém a doufejte, ze jednoducha verze bude natolik blizka tomu ptivodnimu pro-
blému, Ze vam to svét odpusti.

Vepsany ¢tverec lze rozdélit na Ctyfi trojuhelniky, které presné odpovidaji rovno-
ramennému trojuhelniku, ktery jsme nakreslili pred chvili.™ Plocha ¢tverce je tedy
¢tyrikrat vétsi nez plocha trojihelnika. Tento trojuhelnik zase vznikl tak, Ze jsme vzali

* Ve skute¢nosti to neni mozné, ale az do osmnactého stoleti to nikdo neumél dokazat.

** Sila az do zacatku dvacatého stoleti vlastné kulatd nebyla. Teprve tehdy profesor H. W. King
z Univerzity ve Wisconsinu vyvinul nyni v§udyptitomny valcovy navrh, aby vyfesil problém
s hnitim drody v rozich.

*** Presnéji bychom méli Fici, ze kazdy ze ¢tyt dilu ¢tverce mizeme z ptivodniho rovnoramenné-
ho pravouhlého trojahelnika ziskat posunutim a oto¢enim v roviné. Automaticky vsak pred-
pokladame, Ze tyto manipulace plochu geometrického utvaru neméni.
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¢tverec o rozmérech 1 x 1 a rozdélili jsme jej thlopri¢né napil jako sendvic s tund-
kem.

Sendvi¢ s tundkem mél plochu 1 x 1 = 1, takze kazdy polovi¢ni trojihelnikovy
sendvi¢ ma plochu 1/2 a oblast vepsaného kruhu se rovna 4 krat 1/2 neboli 2.

Mimochodem piedstavte si, ze Pythagorovu vétu nezndte. Kouzlo - nyni ji uz zna-
te! Nebo alespon vite, co fika o tomto konkrétnim pravothlém trojahelniku. Vzhle-
dem k tomu, zZe pravouhly trojuhelnik, ktery ohrani¢uje dolni polovinu sendvice
s tunakem, je presné stejny jako trojuhelnik v levém hornim rohu vepsaného ¢tverce.
A jeho prepona odpovida strané vepsaného ctverce. Kdyz tedy preponu umocnite,
dostanete plochu vepsaného ¢tverce, ktera se rovna 2. Jinak fe¢eno délka prepony je
déna ¢islem, které po umocnéni poskytne ¢islo 2, nebo - kdyz to formulujeme stru¢-
néjsim béznym zplisobem - se rovna druhé odmocniné ze dvou.

Vepsany ¢tverec je zcela uzavren uvnitt kruhu. Jestlize ma plochu 2, plocha kruhu
musi byt minimdlné 2.

Nyni nakreslime jiny ¢tverec.

/




LOKALNI PRIMKA, GLOBALNI KRIVKA 41

Tento ¢tverec se nazyva opsany a také se kruhu dotyka v pouhych ¢tyrech bodech.
Tento ¢tverec vSak kruh obklopuje zvnéjsku. Jeho strany jsou dlouhé 2 jednotky, tak-
ze ma plochu 4. Vime tedy, Ze plocha kruhu mize byt maximalné 4.

Dtukaz toho, ze ¢islo pi lezi mezi ¢isly 2 a 4, mozna nevypada prili§ ptisobivé. Ale
Archimedes se teprve poustél do prace. Nyni vezméme ¢tyfi rohy vepsaného Ctverce
a na kruhu vyzna¢me nové body, které budou lezet v poloviné mezi jednotlivymi
dvojicemi rohi. Ziskame tak osm rovnomérné rozmisténych bodu. Kdyz je spojime,
dostaneme vepsany osmithelnik, ktery kazdému fidi¢i pfipomina dopravni znacku
»stop™:

Vypocet plochy vepsaného osmithelniku je ponékud obtiznéjsi a do prislus-
nych trigonometrickych operaci nebudeme zabihat. Dtlezité je to, Ze se stale jedna
o usecky a thly, nikoli o kfivky, takze to Archimedes tehdy dostupnymi metodami
dokazal provést. A plocha se rovna dvojnasobku druhé odmocniny ze dvou, tedy
piiblizné 2,83.

Stejnou zédbavu si mtizeme doprat i s opsanym osmithelnikem

jehoz plocha odpovida 8(\2-1),a je tedy o néco vétsi nez 3,31.

Plocha kruhu je tedy vymezena intervalem od 2,83 do 3,31.

Na tomto misté samoziejmé nemusime skoncit. Miizeme rozmistit body mezi rohy
osmiuthelniku (af uz vepsaného, nebo opsaného), abychom vytvorili §estnactitthelnik.
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Po dalsich trigonometrickych vypoctech zjistime, Ze plocha kruhu lezi mezi ¢isly 3,06
a 3,18. Kdyz zopakujeme stejny postup, ziskame 32thelnik. Touto cestou se brzy do-
staneme k obrazci, ktery vypada asi takto:

Moment, neni to nahodou kruh? Samoziejmé ze ne! Je to pravidelny mnohothel-
nik se 65 536 stranami. To jste nepoznali?

Genidlni postteh Eudoxa a Archimeda spocival v tom, Ze neni diilezité, zda mame
pted sebou kruh nebo mnohothelnik s mnoha velmi kratkymi stranami. Z jakéhoko-
li praktického hlediska budou ob¢ plochy témér stejné. Svou netinavnou iteraci jsme
oblast malého okraje mezi kruhem a mnohothelnikem ,vycerpali Je pravda, ze kruh
je ohranicen kfivkou. Kazdy drobny usek jeho obvodu v$ak miizeme dobte aproxi-
movat dokonale rovnou tseckou, stejné jako kousek zemského povrchu, na kterém
stojime, dobfe aproximovat dokonale rovnou rovinou.”

Pamatujme na slogan z nazvu kapitoly: lokalni pfimka, globalni ktivka.

Nebo se na to podivejte takto. K velikému kruhu se snasite ze zna¢né vysky. Nej-
drive vidite cely utvar:

Potom pouze jeden segment oblouku:

*  Alespon v piipadé, Ze jako ja Zijete na rovinatém stfedozapadé USA.
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A pozdéji jesté mensi segment:

Kdy?z se budete neustale priblizovat, nakonec uvidite néco, co prakticky nelze od-
lisit od tsecky. Mravenec lezouci po obvodu kruhu, ktery vnima pouze své nejblizsi
okoli, se miize domnivat, Ze se nachazi na rovné linii, stejné jako ¢loveék na zemském
povrchu (pokud neni dostatecné mazany, aby si v§imal ptiblizujicich se objektt, které
se vynoruji zpoza horizontu) ma pocit, zZe stoji na roviné.

Na této strance pochopite diferencialni pocet

Nyni se seznamite s diferencialnim poctem. Jste pfipraveni? Myslenka, za kterou vdé-
¢ime Izaku Newtonovi, spociva v tom, Ze na dokonalém kruhu neni nic specialniho.
Kazdd plynula ktivka, kdyz ji dostate¢né priblizime, vypadd prosté jako pfimka. Ne-
zalezi na tom, jak je klikata nebo spletita — staci, kdyZ nema zadné ostré zlomy.

Kdyz vystfelite projektil, opisuje drahu takového tvaru:

J
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Strela leti nahoru a poté klesa dolu. Sleduje pritom parabolicky oblouk. Kvtli gra-
vitaci se vSechny pohyblivé predméty vraceji smérem k zemi - to je jeden ze zdklad-
nich faktt naseho fyzického svéta. Kdyz vsak priblizime jeden velmi kratky tusek,
ktivka za¢ne vypadat takto:

A potom takto:

Stejné jako kruh v predchozim prikladu také draha projektilu vypada z hlediska
nedalekého pozorovatele jako pfima ¢ara, kterd stoupa pod urc¢itym tthlem. Odchylka
od primé linie, kterou zptsobuje gravitace, je prili§ mala, nez abychom ji zaregistro-
vali - ale samozfejmé nezmizela. Kdyz priblizime jesté mensi cast kiivky, bude rov-
nou ¢aru pripominat jesté Iépe. Stale blize a stale rovnéji, stale blize a stale rovnéji...

Nyni musime udélat koncep¢ni skok. Newton prohlasil, Ze tento postup mii-
zeme dovést az do konce. Své zorné pole zmensime natolik, Ze bude infinitezimadl-
ni — tak malé, ze bude mensi nez jakakoli popsatelna jednotka, ale ptitom bude
mit nenulové rozméry. Oblouk projektilu nezkoumdéme na velmi kratkém c¢asovém
intervalu, ale v jediném okamziku. To, co bylo témér ptimkou, se zménilo na pres-
nou primku. A smérnici této pfimky Newton oznacil jako fluxi a my tomu nyni
fikame derivace.

Takovy myslenkovy skok si Archimedes udélat nedovolil. Rozumél tomu, Ze poly-
gony se stale kratSimi stranami se vice a vice pfiblizuji kruhu, ale nikdy by nefekl, ze
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kruh je skute¢né totozny s mnohouhelnikem, ktery mé nekone¢né mnoho nekone¢né
kratkych stran.

Také néktefi z Newtonovych soucasnikt méli pochybnosti, zda postupuje sprav-
nym smérem. Nejslavnéjsim kritikem byl George Berkeley, ktery Newtonovy infini-
tezimdlni veli¢iny odsoudil mimoradné posmé$nym ténem, ktery v soucasné ma-
tematické literatufe bohuzel chybi: ,Co jsou vlastné ty fluxe? Rychlosti mizejicich
inkrementti. A co jsou ty mizejici inkrementy? Nejsou to ani kone¢na mnozstvi, ani
nekone¢né malda mnozstvi, prosté nic. Mozna bychom je mohli oznacit za duchy ze-
snulych mnozstvi?“

Jenze diferencialni pocet skute¢né funguje. Kdyz se rozmachnete a mrstite kame-
nem, poleti po linearni draze s konstantni rychlosti’ pfesné tim smérem, kterym se
podle diferencidlniho poctu kimen pohybuje v konkrétnim okamziku, kdy jste jej
uvolnili. To je dal$i Newtontv postfeh: objekty se pohybuji po pfimocaré draze, po-
kud je néjaka vnéjsi sila nedonuti k tomu, aby se od ni odchylily. V tom spociva jeden
z dtivodi, pro¢ nam linearni mysleni ptipada tak pfirozené: nase intuitivni chapani
¢asu a pohybu se formuje na zakladé jevti, které pozorujeme v okolnim svété. Jesté
pred tim, nez Newton formuloval své zakony, lidé citili, Ze véci se pohybuji pfimoca-
fe, pokud nemaji diivod, aby se chovaly jinak.

Mizejici inkrementy a zbyte¢né zmatky

Newtonovi kritici méli do jisté miry pravdu. Jeho konstrukce derivace neodpovidala
soucasnym prisnym matematickym standardim. Problém spociva v predstavé né-
¢eho nekonec¢né malého, coz byl pro matematiky jiz tisice let ponékud nepfijemny
kamen urazu. Prvnim potiZistou byl Zenon, fecky filozof elejské $koly Zijici v patém
stoleti pf. n. l. Specializoval se na kladeni zdanlivé nevinnych otazek tykajicich se fy-
zického svéta, které zdkonité rozpoutavaly bourlivé filozofické debaty.

Jeho nejslavnéjsi paradox muzeme popsat nasledovné. Rozhodnu se, Ze si zajdu
do stanku se zmrzlinou. Je jasné, ze do stanku se nemohu dostat, nez ujdu polovinu
vzdalenosti. A jakmile jsem urazil polovinu cesty, nemohu se k zmrzlinafovu okénku
dostat, dokud neujdu polovinu zbyvajici délky. Kdyz se mi to podari, stale mam pred
sebou polovinu vzdalenosti, kterd jesté zbyva. A tak dale a tak dale. Mohu se sice ke
stanku se zmrzlinou priblizovat stale vice, ale bez ohledu na to, kolik krokt pritom

udélam, svého cile nikdy doopravdy nedosdhnu. Od vysnéného kornoutku se dvéma

* S odhlédnutim od t¢inkd gravitace, odporu vzduchu atd. Na kratké ¢asové $kale je vsak line-

arni aproximace dostate¢né presna.
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kopecky mé porad bude délit néjaka mala, ale nenulova vzdalenost. Zenon tedy uza-
viel, Ze ke stanku se zmrzlinou nelze dojit. Argument samozfejmé plati pro libovolny
cil: stejné tak nedokazeme prejit ulici, udélat jediny krok ¢i zamavat rukou. Jakykoli
pohyb je vyloucen.

Diogenes, zastance kynismu, pry Zenoniv paradox odmitl tak, Ze se postavil
a udelal nékolik krokt. Coz je docela dobry argument, ktery ukazuje, Ze pohyb je
skutecné mozny. Se Zenonovym tvrzenim tedy néco neni v poradku. V cem vsak
spociva chyba?

Rozdélme si cestu do cukrarny ¢iselné. Nejdfive ujdeme polovinu cesty. Pak ura-
zime polovinu zbyvajici vzdalenosti, ktera odpovida 1/4 celkové vzdalenosti, a mame
pred sebou jesté 1/4. Polovina z toho, co zbyvd, tedy odpovida 1/8, pak 1/16, pak 1/32.

Postup k cili mizeme zaznamenat jako tento soucet:
1/2+1/4+1/8 +1/16 + 1/32 + ...

Kdyz secteme deset prvki této fady, dostaneme asi 0,999. Po secteni dvaceti prv-
nich prvki se spiSe priblizujeme ¢islu 0,999999. Jinymi slovy se ke zmrzliné dosta-
vame opravdu hodné blizko. Ale bez ohledu na to, kolik ¢lent pri¢teme, nikdy se
nedostaneme az k hodnot¢ 1.

Zenonuv paradox hodné pfipomina jinou hadanku: je ¢islo 0,99999...... perio-
dicky rovné 12

Uz jsem vidél, jak si nékteri lidé kviili tomu malem nafackovali.” Bouflivé se o tom
diskutuje na nejriiznéjsich webovych férech: od fanouskd hry World of Warcraft po
ptiznivce Ayn Randové. Sly$ime-li o Zenonové paradoxu, pfirozené se priklanime
k nazoru, ze ,svou zmrzlinu ¢lovék samoziejmé dostane®. V tomto pripadé nds vsak
intuice vede opa¢nym smérem. Vét$ina lidi, kdyz je donutite se rozhodnout, prohlasi,
ze 0,9999... se nerovna 1. To ¢islo nepochybné nevypadd jako 1. Zda se nam mensi.
Ale 0 moc mensi neni! Podobné jako Zenontv mlsny milovnik zmrzliny se ke svému
cili stale priblizuje, ale vypada to, Ze az k nému nikdy nedorazi.

A kazdy ucitel matematiky véetné mé jim rekne: ,,Ne, je to opravdu 1.

Jak nékoho presvédcit, Ze mam pravdu? Jeden dobry trik vyuziva nasledujici ar-
gumentaci. Kazdy vi, ze

*  Musim pfiznat, Ze se jednalo o teenagery na letnim matematickém tébore.
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0,33333...... =1/3.
Vynasobme obé¢ strany ¢islem 3 a ziskame
0,99999...... =3/3=1.

Pokud tento diikaz nestaci, zkusme vyndsobit 0,99999... ¢islem 10. Pti tom staci
presunout desetinnou ¢arku o jedno misto doprava.

10 x (0,99999...) = 9,99999...
Nyni od obou stran ode¢téme ten protivny retézec desetinnych cisel:

10 x (0,99999...) — 1 x (0,99999...)
=9,99999... —0,99999. ..

Na levé strané rovnice zlistane jen 9 x (0,99999...), protoze kdyz néjakou hodnotu
odecteme od jejiho desetindsobku, dostaneme devitinasobek této hodnoty. A na pra-
vé strané rovnice se nam podafrilo otravné periodické Cislice zbavit tplné a ztstala
nam jednoduchd devitka. Zbyva nam tedy

9 % (0,99999...) =9.

Jestlize 9 krat cosi je 9, to cosi se prosté musi rovnat 1, ze?

Vétsine lidi tyto argumenty staci k tomu, aby se nechala presvéd¢it. Ale budme
uprimni: néco zde chybi. Uvedené vypocty ve skute¢nosti nefesi hlubokou nejistotu,
jakou vzbuzuje tvrzeni, Ze 0,99999... = 1. Predstavuji spiSe jakousi formu algebraické-
ho natlaku. ,Vi§ prece, Ze 1/3 je totéz jako 0,3 periodicky, ze? Ze ano?”

Ale muze to byt jesté hor$i: mozna jste podlehli mému argumentu zalozenému
na nasobeni deseti. Ale co feknete na tohle? Kolik je

1+2+4+8+16+...°¢

Symbol ,,...“ zde znamena ,,pokracuj ve s¢itani neomezené dlouho a pokazdé pri-
¢itej dvojnasobnou hodnotu nez v predchozim kroku® Soucet takové fady musi byt
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nepochybné nekonecny! Avsak argument hodné podobny tomu, ktery jsme vyuzili
u Cisla 0,9999..., vsak zdanlivé svéd¢i o nécem jiném. Vynasobme vyse uvedenou
fadu c¢islem 2 a dostaneme

2x(14+2+4+8+16+...)=2+4+8+16+...

coz hodné pripomina ptivodni posloupnost. Ve skute¢nosti se jednd jen o pt-
vodni fadu (1 + 2 + 4 + 8 + 16 + ...) s vynechanou 1 na zacatku, coZ znamena, Ze
2x(1+2+4+8+16+...)jeolmensinez(l+2+4+8+16+...). Jinymi slovy

2x(1+2+4+8+16+...)-1x(1+2+4+8+16+...)
=-1.

Leva strana rovnice vsak po zjednoduseni odpovida fadé, od které jsme vysli,
a zbyva nam

1+2+4+8+16+...=-1.

Opravdu tomu chcete vétit?” Ze kdyz budeme donekoneéna pricitat stéle vétsi
hodnoty, najednou se dostaneme do zapornych ¢isel?

Nyni néco jesté blaznivéjsiho: jakou hodnotu ma nekone¢ny soucet
1-1+1-1+1-1+...

Nejdrive si mizeme v§imnout, Ze soucet je
A-D+0-D)+(1-1)+...=04+0+0+...

a tvrdit, Ze soucet vice nul - i kdyby jich bylo nekone¢né mnoho - se musi rovnat
0. Na druhou stranu 1 — 1 + 1 je totéz jako 1 — (1 — 1), protoze opakem zaporného
Cisla je ¢islo kladné. Kdyz tento fakt uplatnime znovu a znovu, mtizeme fadu prepsat
jako
*  Abyste nezistavali v nejistoté: v ur¢itém kontextu, tzv. 2-adickych disel, je tento $ilené vy-
hlizejici argument naprosto spravny. Fanousci teorie ¢isel najdou dalsi prislusné informace
v poznamkach na konci knihy.
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1-(1-1)-(1-1)-(1-1)...=1-0-0-0...

coz nas podle vieho nuti stejnym zpiisobem uznat, Ze soucet se rovnd 1! Takze
ktery vysledek je spravny, 0, nebo 12 Nebo se soucet polovinu ¢asu rovna 0 a druhou
polovinu 1? Vypada to, Ze zalezi na tom, kde skon¢ime — ale nekone¢né souclty prece
nikdy nekonc¢i!

Zatim se nerozhodujte, protoze bude jesté hit. Predpokladejme, Ze hodnotou nasi
zahadné rady je ¢islo T:

T=1-1+1-1+1-1+...
Kdyz obé strany vynasobime ¢islem -1, ziskame
-T=-1+1-1+1...

Soucet na pravé strané viak presné odpovida tomu, co dostaneme, kdyz vezmeme

pavodni fadu definujici T a odstranime z ni prvni ¢len 1, tj. kdyZ odec¢teme 1. Jinymi
slovy

-T=-1+1-1+1...=T-1.

Takze —T =T — 1 a tato rovnice s proménnou T plati pouze v ptipadé, ze T se
rovna 1/2. Muze se soucet nekonecné mnoha celych ¢isel ndhle magicky zménit
ve zlomek? Pokud prohlasite, Ze nikoli, mate pravo se na elegantni argumenty
tohoto typu divat ponékud podeziravé. Je vSak potfeba zminit, ze néktefi lidé
tomu vérili. Patfil k nim italsky knéz a matematik Guido Grandi, po kterém se
fadal-1+1-1+1-1+ ... obvykle nazyva. Ve svém ¢lanku z roku 1703 ar-
gumentoval, Ze soucet fady se rovna 1/2. Dokonce spekuloval, ze tento zazracny
vysledek predstavuje stvoreni vesmiru z ni¢eho. (Nebojte se, tento posledni krok
nebudeme rozvijet.) S podivanymi Grandiho vypocty souhlasili i jini vyznamni
matematici jeho doby, jako napriklad Leibniz a Euler, i kdyz pfitom nesdileli jeho
interpretaci.

Reseni hddanky s ¢islem 0,999... (a Zenonova paradoxu a vypoétu Grandiho
fady) v8ak spociva ponékud hloubéji. Mymi algebraickymi kousky se nemusite ne-
chat zastrasit. Mizete naptiklad tvrdit, ze 0,999... se nerovna 1, ale spise 1 minus
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néjaké drobné infinitezimalni ¢islo. A podobné miizete dale prohlasovat, ze 0,333...
neni presné rovno 1/3, ale také se od tohoto zlomku lisi o néjakou infinitezimalni
hodnotu. Abyste toto tvrzeni dotahli do konce, potfebujete sice jistou vydrz, ale da se
to provést. Ve svém kurzu diferencialniho poctu jsem jednou mél studenta jménem
Brian, ktery nebyl spokojen s prezentovanymi definicemi. Zna¢nou ¢ést teorie tedy
vypracoval samostatné a svym infinitezimalnim mnozstvim fikal ,,Brianova ¢isla®

Brian ve skute¢nosti nebyl prvni, koho to napadlo. Existuje cely matematicky
obor, ktery se na rozbor ¢isel tohoto typu specializuje. Oznacuje se jako nestandardni
analyza. Teorie, kterou v poloviné dvacatého stoleti vyvinul Abraham Robinson, na-
konec postavila na pevnou ptidu i ,,mizejici inkrementy*, které Berkeleymu pripadaly
tak smésné. Za tyto nové moznosti véak musite zaplatit jistou cenu (na druhou stranu
by se dalo fici, Ze na své usili ziskavate odménu) ve formé zaplavy novych druhu ¢i-
sel. Nékterd jsou nekone¢né mald a jind zase nekonecné velkd. Maji nejriiznéjsi tvary
a vlastnosti."

Brian mél §tésti — na Princetonské univerzité pisobi mtj kolega Edward Nelson,
ktery je v nestandardni analyze odbornikem. Domluvil jsem jim schiizku, aby se Bri-
an mohl o téchto ¢islech dozvédét vice. Ed mi pozdéji prozradil, Ze se schiizka prilis
nevyvedla. Hned poté, co Ed Brianovi vysvétlil, Ze jeho infinitezimalnim mnozstvim
se nebude fikat Brianova ¢isla, Brian o né kompletné ztratil zjem.

(Z toho plyne ponauceni: lidé, ktefi se do matematiky poustéji proto, Ze se chtéji
proslavit, u ni dlouho nevydrzi.)

Prili§ jsme se vSak nepriblizili k vyreSeni svého sporu. Kolik je 0,999..., ale doo-
pravdy? Je to 12 Nebo se jedna o ¢islo, které je jen infinitezimalné mensi nez 1, ¢islo
néjakého podivného typu, jaké pred sto lety matematici vitbec neznali?

Spravna odpovéd spociva v tom, Ze si tuto otazku prestaneme klast. Kolik doo-

pravdy je 0,999...2 Podle v$eho oznacuje soucet jakési rady:

0,9 + 0,09 + 0,009 + 0,0009 + ...

Mimoradné piivabny a zdroven podivny priklad predstavuji surredlnd Cisla, kterd vyvinul
John Conway, jak ostatné naznacuje uz jejich nazev. Jedna se o podivné ktizence ¢isel a stra-
tegickych her a jejich vlastnosti zatim je$té nebyly plné prozkoumany. O téchto exotickych
Cislech se s vyhodou muzete poudit v knize Winning Ways (Cesty k vyhte), kterou napsali
Berlekamp, Conway a Guy. Kromé toho se tam také mnoho dozvite o bohaté matematice
teorie her.
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Co to v8ak znamena? Skutecnym problémem je ten protivny symbol vypustky.
Neni zadného sporu o tom, co znamena secist dvé, tfi nebo sto isel. Jedna se jen
o matematickou formulaci fyzického procesu, kterému velmi dobfe rozumime: vez-
meme sto hromadek predméti, shrneme je dohromady a zjistime, kolik toho mame.
Ale u nekone¢né mnoha hromadek? To je uplné jina historie. V readlném svété nikdy
nemuizeme mit nekone¢né mnoho hromadek. Jakou ¢iselnou hodnotu ma nekonecny
soucet? Zddnou mit nemusi — dokud mu ji neptitadime. To byla velkd inovace, s niz
ptisel Augustin-Louis Cauchy, ktery ve 20. letech 19. stoleti zavedl do diferencialniho
poctu pojem limity.”

Nejlépe to objasnil britsky teoretik ¢isel G. H. Hardy ve své knize Divergent Series
(Divergentni fady) z roku 1949:

Moderni matematik se nedomniva, ze skupina matematickych symbolti musi
mit néjaky ,vyznam®, dokud ji ho z definice neptifadime. Tento poznatek nebyl
ani pro nejvétsi matematiky osmnactého stoleti ni¢im trivialnim. Neméli ve
zvyku néco definovat: nebylo pro né prirozené mnoha slovy fikat ,,symbolem
X mame na mysli Y*... Obecné plati, ze matematici pfed Cauchym se neptali
»Jak miizeme definovat 1 -1+ 1 -1+ ... ale ,Kolikje1 =1+ 1 -1+ ...2¢
a tento myslenkovy postoj je privadél do mnoha zbyte¢nych zmatkd a spord,
které ¢asto byly pouze teoretické.

Tato slova nesvéddi jen o néjakém uvolnéném matematickém relativismu. To, zZe
miizeme fetézci matematickych symbola ptifadit libovolny vyznam, jaky chceme,
jesté neznamend, Ze bychom to méli udélat. V matematice, stejné jako v praktickém
Zivoté, mame k dispozici dobré i §patné volby. V matematickém kontextu jsou dobré
takové moznosti, které fesi zbyte¢né problémy, aniz by vytvarely nové.

Cim vice dent prictete, tim vice se soucet 0,9 + 0,09 + 0,009 + ... ptiblizuje k 1.
A nikdy se od tohoto ¢isla nevzdali. Nezalezi na tom, jak uzké pasmo kolem ¢isla 1
vymezime, ale po ur¢itém kone¢ném poctu krokii do néj soucet vstoupi a nikdy je ne-
opusti. Cauchy prohlasil, Ze za téchto okolnosti bychom hodnotu nekone¢ného souc-

tu méli jednoduse definovat jako rovnou 1. A potom vykonal hodné tézké prace, aby

*  Podobné jako vSechny matematické prelomy také Cauchyho teorie limit méla své predchid-

ce — naptiklad Cauchyho definice byla do zna¢né miry v duchu d’Alembertovych mezi chy-
bovych ¢lent binomickych fad. Neni v8ak sporu o tom, ze Cauchy znamenal meznik - jeho
praci za¢ind moderni analyza.
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dokazal, ze kdyz jeho definici pfijmeme, nebudeme nékde jinde celit nefesitelnym
sportim. Kdyz tuto praci dokon¢il, vybudoval tim ramec, ve kterém byl Newtonuiv
diferencialni pocet naprosto rigorézni. Kdyz fikame, ze kiivka lokalné vypada jako
pfimka pod jistym thlem, mame nyni na mysli viceméné toto: jak se stale vice pribli-
zujeme, kiivka stile pfesnéji pfipomina danou piimku. V Cauchyho formulaci neni
nutné zminovat nekone¢né mald ¢isla. Neobsahuje ani cokoli jiného, co by mohlo
vadit pripadnym skeptikiim.

Samoziejmé to ma svou cenu. Diivod, proc je problém s ¢islem 0,999... narocny,
spociva v tom, Ze zpusobuje konflikt nasich intuitivnich predstav. Chtéli bychom, aby
se soucet nekone¢nych fad choval zptsobné v souladu s aritmetickymi manipulace-
mi, jako byly ty, které jsme provadeéli na predchozich stranach. To by podle vieho vy-
zadovalo, aby byl soucet této fady roven 1. Na druhou stranu bychom byli radi, kdyby
kazdé ¢islo reprezentoval jedine¢ny fetézec desetinnych cislic. To je ovsem v rozporu
s tvrzenim, Ze stejné ¢islo lze zapsat bud jako 1, nebo jako 0,999..., a na zvolené verzi
nezalezi. Obé tato prani se nemohou splnit soucasné - jednoho se musime vzdat.
Cauchyho pristup, ktery se v uplynulych dvou stoletich dostatecné osvédcil, vyzaduje,
abychom se zfekli jedinecnosti desetinného rozvoje. Nevadi nam, ze v prirozenych
jazycich se casto pouzivaji dvé odli$né posloupnosti pismen (tj. dvé slova), ktera pri-
tom synonymné oznacuji stejny objekt. Obdobné neni nic $§patného na tom, kdyz dva
rtizné fetézce Cislic znamenaji stejné Cislo.

Co se tyce Grandiho fady 1 — 1 + 1 — 1 + ..., patfi mezi fady, které lezi mimo
ramec Cauchyho teorie. Jedna se o jednu z divergentnich fad, kterym Hardy vénoval
svou knihu. Norsky matematik Niels Henrik Abel, ktery patfil mezi prvni zastan-
ce Cauchyho pristupu, roku 1828 napsal: ,,Divergentni rady jsou dablovym vyna-
lezem a je ostudné zakladat na nich jakékoli demonstrace.“” Hardyho pohled, ktery
sdili i dne$ni matematici, je ponékud shovivavéjsi. Nékterym divergentnim radam
bychom méli prifadit hodnotu a jinym nikoli. To, do které z téchto skupin bude kon-
krétni fada patfit, zalezi na kontextu, v jakém se objevuje. Moderni matematici by
fekli, ze pokud mdme Grandiho radé priradit néjakou hodnotu, méla by to byt 1/2.
Jak se totiz ukazuje, vSechny zajimavé teorie nekone¢nych soucti bud poskytuji hod-

notu 1/2, nebo - jako v Cauchyho teorii - se nijak vyc¢islit nedaji.”

*  Vzhledem k ptivodnim Grandiho teologickym vyvodtim ohledné jeho divergentnich fad je to
ironické.
** Muzeme opakovat vyrok, kterym se proslavila Lindsay Lohan: ,,Limit neexistuje!“
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Presny zapis Cauchyho definic je ponékud pracnéjsi. Platilo to hlavné pro samot-
ného Cauchyho, ktery své ideje jesté nestihl zformulovat v jejich ¢istém modernim
tvaru.” (V matematice malokdy ziskdate nejjasnéjsi predstavu o ur¢ité myslence u oso-
by, ktera s ni poprvé prisla.) Cauchy byl zasadovy konzervativec a roajalista, ale jeho
matematika byla kazdym coulem revolu¢ni a akademické autority z ni mély strach.
Jakmile pochopil, jak pocitat bez nebezpecnych infinitezimalnich ¢isel, nikoho se
neptal a samostatné prepsal sylabus své piednésky na Ecole Polytechnique, aby odra-
zela jeho nové ideje. Znepratelil si tim vSechny okolo: matl studenty, ktefi se zapsali
na kurz diferencialniho poctu pro zacate¢niky, nikoli na seminaf tykajici se nejno-
nepotiebovali Cauchyho prili$ny formalismus, a fedniky fakulty, protoze kompletné
ignoroval jejich pozadavky, aby dodrzoval oficidlni osnovu kurzu. Univerzita stano-
vila novy ucebni plan, ktery zdtraznoval tradi¢ni pristup k diferencidlnimu poctu
s infinitezimalnimi hodnotami, a do Cauchyho tfidy posadila kontrolory, ktefi méli
hlidat, zda se timto pldanem fidi. Cauchy vSak neustoupil. Potfeby budoucich techni-
kd jej viibec nezajimaly. Slo mu o matematickou pravdu.

Z pedagogického hlediska 1ze Cauchyho postoj héjit jen stézi. Presto v§ak k nému
citim své sympatie. K nejvétsim radostem matematika patfi nesdélitelny pocit, ze jste
nécéemu porozumeéli spravnym zptsobem a az k samému jadru véci. Tento pocit jsem
v zadné jiné dusevni oblasti nezazil. A kdyz vite, Ze néco je spravné, je tézké - a pro

nékteré tvrdohlavé osoby pfimo nemozné - vysvétlovat to nespravnym zptisobem.

*  Pokud jste se nékdy zucastnili matematického kurzu, kde se pouzivala feckd pismena epsilon

a delta, setkali jste se s nasledniky Cauchyho formalnich definic.



VSICHNI JSME OBEZNT

omik Eugene Mirman predvadi nasledujici vystup tykajici se statistiky. Podle
svych slov rad lidem fika: ,Docetl jsem se, Ze 100 % Americand je asijského
puvodu.®

»Ale Eugene,” protestuje jeho udiveny partner, ,ty prece nejsi zadny Asiat.”

A komik poté s odzbrojujici sebejistotou pronasi pointu: ,,Psali to prece v novi-
nach!®

Na Mirmanuv vtip jsem si vzpomnél, kdyz jsem v ¢asopise Obesity narazil na ¢la-
nek, jehoz nazev kladl znepokojivou otazku: ,,Budou vSichni Ameri¢ané trpét nad-
vahou nebo obezitou?“ A jako by nestacila rétoricka otazka, ¢lanek nabidl i odpovéd:
»Ano — do roku 2048.

V roce 2048 mi bude sedmdesat sedm let a doufam, ze obézni nebudu. Ale tady
se docitam, Ze budu!

Jak se dalo oc¢ekavat, ¢lanek v ¢asopise Obesity vzbudil zna¢ny rozruch. Zpravodaj-
stvi ABC News varovalo pfed ,,apokalypsou obezity“. V novinach Long Beach Press-
Telegram vysel ¢lanek s prostym nadpisem ,We're Getting Fatter (Tloustneme). Kvili
vysledkim studie se u Ameri¢ant opét projevil sklon k tizkostnym tivaham na téma
stavu spolecenské moralky. Jesté pfed mym narozenim se u chlapcii rozsirila moda
dlouhych vlasi, ktera méla zpusobit, Ze nas prevalcuji komunisté. V dobé mého dét-
stvi jsme si prili§ ¢asto hréli na hracich automatech, takze bylo jasné, Ze nas pred-
stihnou pracoviti Japonci. Nyni pfili§ ¢asto jime v restauracich rychlého obcerstveni,
a proto vSichni umfeme vycerpani a nepohyblivi mezi hromadami prazdnych krabic
od pizzy rozvaleni na svych gaucich, ze kterych se uz dels$i dobu nedokazeme viibec
zvednout. Cldnek tyto obavy podporoval, protoze ptinasel védecky podlozend fakta.
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Mam pro vas dobrou zpravu. Vsichni do roku 2048 nadvahu mit nebudeme. Pro¢?
Proto, ze kazda ktivka neni ptimkou.

Jak v$ak vime od Newtona, kazda krivka je pfimce velmi blizka. Na této mys-
lence je zalozena linedrni regrese, coz je statistickd metoda, ktera ve spole¢enskych
védach plni podobnou funkci jako $roubovak pti domécich opravach. Tento nastroj
pouzijete prakticky s jistotou, at uz mate pred sebou libovolny tikol. Pokazdé, kdy
se v novinach doctete, Ze lidé s vice bratranci a sestfenicemi jsou $tastnéjsi, zemeé
s vétsim poctem restauraci Burger Kings se vyznacuji uvolnénéjsi moralkou, snize-
ni pfijmu niacinu na polovinu zdvojnasobuje riziko plisnového onemocnéni nohou
nebo ze kazdych dodatecnych 10 000 USD ro¢niho pfijmu o 3 % zvySuje pravde-
podobnost, Ze budete volit republikany,” setkali jste se s vysledky linearni regrese.

Ukazme si, jak to funguje. Mate dvé veli¢iny, mezi nimiz chcete najit souvislost.
Reknéme, ze porovnavate vysi univerzitniho $kolného a primeérné skére nastupuji-
cich studentii v testech SAT. Mtizete se domnivat, Ze $koly s vys§imi naroky na skoére
SAT budou pravdépodobné drazsi. Pti pohledu na data vsak zjistite, Ze toto pravidlo
neplati univerzalné. Elon University na okraji mésta Burlington v Severni Karoliné
vykazuje primérné kombinované skore v matematickych a verbélnich testech 1217
a uctuje Skolné ve vysi 20 441 USD ro¢né. Blizka Guilford College v Greensboro je se
$kolnym 23 420 USD ponékud drazsi, ale studenti tamnich prvnich ro¢niki v testech
SAT dosahli v priméru pouhych 1131 bodu.

Kdy?z se v§ak podivame na $ir$i skupinu $kol — feknéme na tficet jednu soukro-
mou univerzitu, které roku 2007 oznamily udaje o vysi $kolného a skére studenti
organizaci North Carolina Career Resource Network, zpozorujeme jasny trend.

Kazdy bod v grafu predstavuje jednu z univerzit. Co znamenaji ty dvé tecky blizko
pravého horniho rohu grafu, které odpovidaji zavratné vysokym skoére SAT a odpo-
vidajicimu $kolnému? Jedna se o univerzity Wake Forest a Davidson. Osamoceny
bod pobliz spodniho okraje je Cabarrus College of Health Sciences, jedind soukroma

skola ze seznamu, ktera uctuje niz$i ro¢ni $kolné nez deset tisic dolart.

*  Dalsi podrobnosti o téchto studiich najdete v odborném periodiku Sbornik piispévkii, které

jsem si vycucal z prstu, abych mohl podpofit sviij vyklad.
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Tento obrazek jasné dokldda, ze skoly s lep$im skére maji vyrazné vyssi Skolné.
Ale o kolik jsou drazsi? Zde se uplatni linearni regrese. Body na obrazku nepochyb-
né nelezi na pfimce. Vidime v$ak, Ze od ni nejsou daleko. Pravdépodobné bychom
dokazali od ruky nakreslit pfimou ¢aru, ktera by prochazela zhruba stfedem tohoto
oblaku bodt. Diky linedrni regresi vSak pribéh této primky nemusime odhadovat
a miZeme najit pfimku, ktera ma k priichodu véemi body nejblize.” V pripadé vyso-
kych $kol v Severni Karoliné vypada tak jako v nasledujicim grafu.

Smeérnice linie na obrazku se pfiblizné rovna 28. To znamend, ze pokud by §kolné
skutecné plné zaviselo na skdore SAT podle ¢ary, kterou jsme vynesli do grafu, kazdy
dodate¢ny bod v testu SAT by odpovidal zvyseni $kolného o 28 dolart. Jestlize se

*,Nejblize se v tomto kontextu urcuje nasledovné: nejdiive nahradime skute¢né $kolné v ka-
2dé $kole odhadem, ktery vyplyva z pfimky. Potom pro kazdou univerzitu spo¢itime rozdil
mezi odhadovanym a skute¢nym $kolnym a jednotlivé hodnoty umocnime na druhou. Kdyz
tyto mocniny seCteme, ziskame urcité méritko, podle néjz ptimka miji body grafu. Volime
takovou primku, u které je toto métitko co nejmensi. Toto s¢itani ¢tvercti ponékud zavani
pristupem pythagorejctl. V geometrickych zakladech linedrni regrese skute¢né nelezi nic ji-
ného nez Pythagorova véta, kterd je pouze prenesena do prostfedi s mnohem vice rozméry.
Algebraické vysvétleni by si vSak vyzadalo ponékud vice mista, nez jaké zde mame k dis-
pozici. Dalsi informace k tomuto tématu vSak uvedeme v rozboru korelace a trigonometrie
v kapitole 15.
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skole podari zvysit primérné skore SAT studentt prvniho ro¢niku o 50 bodu, mize
zvednout $kolné o 1400 dolart ro¢né. (Pfipadné se na to mizeme podivat z hlediska
rodici: kdyz se jejich potomek zlepsi o 100 bodti, bude je to stat 2800 dolart ro¢né
navic. Ten pfipravny kurz se jim ponékud prodrazi.
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Linedrni regrese je GiZzasny nastroj. Je vestranna, lze ji nasadit v rizném méritku
a da se vypocitat velmi snadno - sta¢i kliknout na tlacitko v tabulkovém procesoru.
Mtizete ji aplikovat na datové mnoziny, které zahrnuji dvé proménné, jako tomu je
v uvedeném prikladu, ale stejné dobfe funguje i pro tfi proménné nebo proménnych
tisic. Kdykoli chcete pochopit, na které proménné zaviseji jiné proménné a ve kterém
sméru se tato zavislost projevuje, sahnete nejdfive po linearni regresi. A tato metoda
zpracuje uplné vSechny sady dat.

To je oviem zaroven jeji silnd i slaba stranka. Muzete provést linearni regresi, aniz
byste se zamysleli nad tim, zda modelované jevy opravdu maji priblizné linearni prii-
béh. Jenze byste to udélat neméli. Zminil jsem, Ze linedrni regrese je néco jako sroubo-
vak, a nelhal jsem. V jiném ohledu bychom ji v§ak mohli pfirovnat spise k cirkularce.
Pokud si pfi praci s ni nedavate velky pozor, mtize to skoncit katastrofou.

Vezméme napriklad projektil, ktery jsme vystrelili v predchozi kapitole. Tteba
jsme to nebyli my, ale nékdo jiny. Je mozné, ze stfela ma vlastné trefit nas. Mame tedy
znacny zajem na tom, abychom dréhu stfely analyzovali co nejpfesnéji.



58 NEBOJTE SE MATEMATIKY

Mtizeme napriklad vykreslit svislou pozici projektilu v péti rtiznych ¢asovych bo-

dech a dostaneme priblizné takovy graf:

Nyni rychle provedeme linearni regresi a ziskame skvélé vysledky. Nasli jsme
primku, ktera témeér presné prochdzi vynesenymi body:

(V tu chvili bezmyslenkovité zacindme priblizovat ruku k ostfi kotoucové pily.)

Nase pfimka poskytuje velmi presny model pohybu stfely: po uplynuti kazdé
sekundy stfela zvySuje vysku o néjakou pevnou vzdalenost, feknéme 400 metra.
Za minutu se bude nachazet 24 km nad zemskym povrchem. Kdy dopadne na zem?
Nikdy! Pfimka sméfujici nahoru prosté stale pokracuje ve svém sméru. Tak se prim-
ky chovaji.

(Krev, zaskfipani a jekot.)

Ne kazda kfivka je pfimkou. A kiivka drahy letu projektilu naprosto jednoznacné
neni pfimkou, ale jedna se o parabolu. Stejné jako u Archimedova kruhu vypada jako
pfimka po velkém priblizeni. Proto nam linearni regrese velmi dobte prozradi, kde
bude stiela pét milisekund poté, co jsme ji naposledy zamérili. Ale o minutu pozdéji?
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Na to miizeme zapomenout. Podle naeho modelu by se mél granat nachazet nékde
v dolni stratosfére, zatimco pravdépodobné se jiz blizi k naSemu domu.

S nejduraznéj$im varovanim pred bezmyslenkovitou linearni extrapolaci neprisel
74dny statistik, ale spisovatel Mark Twain ve své knize Zivot na Mississippi (Life on
the Mississippi):

Pred sto sedmdesati $esti lety byla tedy feka mezi Cairem a New Orleansem
dlouha tisic dvé sté patnact mil. Po zkraceni v roce 1722 méfila jedendct set
osmdesat mil. Po zkraceni u Americké zatoky byla dlouha tisic ¢tyficet mil.
Od té doby pozbyla dalsich Sedesati sedmi mil. Dnes tedy méfi pouhych devét
set sedmdesdt tfi mile... Za sto sedmdesat Sest let zkratil se dolni tok Mississi-
ppi o dveé sté ctyricet dvé mile. Je to v priimeéru o néco vic nez jedna a jedna tre-
tina mile ro¢né. Kazdy rozvazny clovek, pokud neni slepy nebo hloupy, musi
tedy uznat, Ze v starsi dobé kamenné, od niz uplyne v listopadu pristiho roku
pravé milion let, byl dolni tok Mississippi dlouhy néco pres milion tfi sta tisic
mil a trcel pres Mexicky zaliv jako rybarsky prut. Podle tychz ukazt muze pak
tento ¢lovék dale usoudit, Ze za sedm set Ctyficet dva roky bude dolni tok Mi-
ssissippi dlouhy jen jednu a tfi ¢tvrté mile. Cairo a New Orleans splynou v jed-
no mésto, pékné spravované jedinym starostou a spole¢nou méstskou radou.
Véda ma v sobé cosi fascinujiciho. Clovék si miize z takového pranepatrného
faktu vyvodit takové mnozstvi skvélych zavéra!

(prelozili Josef a Gerta Pospisilovi)

Poznamka na okraj: jak pfi mé zkousce z diferencidlniho poctu
dostat ¢astecné bodové hodnoceni

V diferencialnim poctu se postupuje velmi podobné jako prilinearni regresi: vypocty
jsou cisté mechanické, dokaze je provést i kalkulacka a je velmi riskantni pouzivat
tyto vypocty bezmyslenkovité. U zkousky z diferencidlniho po¢tu mutizete dostat na-
sledujici tikol: spocitejte hmotnost vody, ktera ztistane v nadobé, pokud do dna nado-
by udélate otvor, kterym urcitou dobu miize voda vytékat, a tak dale a tak podobné.
Pti feseni takovych problém, zejména v casovém stresu, se miizete snadno dopustit
aritmetickych chyb. Kvtli takovym chybam nékdy studenti dostavaji smésné vysled-
ky, napriklad zjisti, Ze zbyvajici voda v nadobé bude vazit —4 gramy.
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Pokud student vypocita —4 gramy a vedle tohoto vysledku v zoufalstvi spésné nac-
mard ,,nékde jsem se sekl, ale nedokazu tu chybu najit, dim mu polovi¢ni pocet
bodi.

Jestlize vSak na konci stranky napise ,—4 g“ a vysledek zakrouzkuje, nedostane
ani bod - i kdyz byla celé derivace spravna, az na jediné prehozené znaménko nékde
uprostied stranky.

Spocitat integral nebo zpracovat linedrni regresi dokaze docela efektivné i poci-
ta¢. OvSem pouze lidskym rozumem lze pochopit, zda vysledek davé smysl — nebo
rozhodnout o tom, zda je pfislusnd metoda viibec pro danou ulohu vhodna. Pti vy-
uce matematiky se od nas ocekava, ze budeme vysvétlovat, jak o vypoctech premys-
let. V matematickém kurzu, ktery tuto schopnost neuci, se studenti v zasadé trénuji
k tomu, aby fungovali jako velmi pomaly a chybovy Microsoft Excel.

A budme k sobé upfimni: mnoho prednasek z matematiky tak skute¢né vypa-
da. Zavérem tohoto dlouhého a kontroverzniho povidani uvedme, ze vyuka ma-
tematiky u déti byla po desitky let oblasti, kde matematici svadéli intenzivni boje.
Na jedné strané stdli ucitelé, ktefi kladou diiraz na zapamatovani, plynulost, tradi¢ni
algoritmy a presné odpovédi. Druha ¢ast ucitelt je zase presvédcena o tom, Ze vy-
uka matematiky by méla ukazovat smysl, rozvijet schopnost premysleni, vést zaky
k vlastnimu objevovani poucek a ucit je schopnost odhadu. Prvni pfistup se nékdy
oznacuje jako tradicni a druhy jako reformni, ackoli ten podle nazvu netradi¢ni ob-
jevitelsky pristup se v néjaké podobé uplatnuje jiz desitky let, a navic je otevienou
otazkou, zda se tato ,reforma“ da povazovat za skute¢nou reformu. Tato debata je
hodné vasniva. Na schtizce nékolika matematiki je klidné mozné diskutovat o po-
litice nebo nabozenstvi, ale jakmile nékdo za¢ne hlasat své nazory na vyuku mate-
matiky, pravdépodobné to skon¢i tim, Ze jeho kolega (tradi¢ni ¢i reformni) za sebou
vztekle praskne dvermi.

Ja se nefadim ani k jednomu z téchto taborti. Nemohu se shodnout s témi refor-
misty, ktefi chtéji zrusit uceni nasobilky nazpamét. Kdyz chcete v matematice pre-
myslet o nécem diilezitém, musite obcas vyndsobit tfeba 6 x 8. Pokud vsak v kazdém
takovém pripadé musite sahnout po kalkulacce, nikdy nedosahnete dusevni plynu-
losti, jakou zasadni tvahy vyzaduji. Nedokazete slozit sonet, kdyZ pfitom musite
u kazdého slova hledat, jak se spravné pise.

Nékteii reformisté zachdzeji tak daleko, Ze tvrdi, Ze by se z vyuky mély odstra-
nit klasické algoritmy (naptiklad pro s¢itani dvou vicecifernych ¢islic, které napise-

rvr vy 7

me nad sebe a v pfipadé potfeby prenasime jednicku do vyssiho rfadu). Podle jejich
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nazoru totiz tyto algoritmy studentiim prekazeji v tom, aby mohli vlastnosti matema-
tickych objekttl objevovat samostatné.”

Mné to ptipada jako naprosto hloupy napad: tyto algoritmy predstavuji uzite¢né
nastroje, o které lidé hodné usilovali. Neni proto zadny divod, abychom museli opét
zacinat aplné od zacatku.

Na druhou stranu nékteré algoritmy mizeme podle mého nazoru v modernim
svété bezpecné opustit. Nemusime studenty ucit, jak na papife, nebo dokonce z hlavy
pocitat druhou odmocninu (ackoli z dlouhodobych vlastnich zkusenosti mohu do-
svédcit, ze diky druhé uvedené schopnosti se mizete v dostate¢né technicky zalozené
spole¢nosti tésit znaénému obdivu). Kalkulacky také patfi mezi uzite¢né nastroje,
jaké jsme dlouho neméli k dispozici. Kdyz to situace vyzaduje, méli bychom pracovat
i s nimi. Nezalezi mi dokonce ani na tom, zda moji studenti dokazou ru¢né vydélit
¢islo 430 ¢islem 12 - i kdyz trvdm na tom, Ze by méli mit natolik rozvinuty smysl pro
Cisla, aby dokazali z hlavy odhadnout, Ze vysledek je o néco vétsi nez 35.

Priliny ddraz na algoritmy a spravné vypocty je nebezpecny tim, Ze algoritmy
a presné vypocty lze snadno hodnotit. Pokud se smifime s vizi matematiky, kde se
jednd o ,,spravné odpovedi a nic jiného, a tuto schopnost budeme testovat, riskuje-
me, ze vychovame studenty, ktefi budou mit dobré testové vysledky, ale matematiku
nebudou vibec chapat. Pro nékoho, koho motivuji predev$im a vyhradné vysledky
testll, to muze byt prijemna predstava, ale mé tedy rozhodné neuspokojuje.

Samozfejmé neni o nic lepsi (ve skutecnosti vyrazné horsi), kdyz vychovavame
zastupy studentd, ktefi maji jakousi mlhavou predstavu o matematickém smyslu, ale
nedokazou rychle a spravné pocitat priklady. Jestli ucitelé matematiky u studentd
néco nesnaseji, pak jsou to vyroky typu ,z principu to chapu, ale problémy nedokazu
vyresit® Student si to sice neuvédomuje, ale jeho vyrok Ize ve skute¢nosti prelozit jako
»princip nechapu® Matematické ideje sice mohou znit abstraktné, ale davaji smysl
teprve v ramci konkrétnich vypoctt. Razné to vyjadril William Carlos Williams: bez
véci nejsou Zddné ideje.

Ponékud to pripomind povidku Orsona Scotta Carda ,,Unaccompanied Sonata® Jejim hrdi-
nou je hudebni génius, kterého peclivé drzi o samoté a nedovoluji mu seznamit se s Zadnou
existujici hudbou, aby nic nenarusilo jeho originalitu. Potom se v§ak k nému dostane kdo-
si, kdo mu pusti Bachovu skladbu. Hudebni policie samoziejmé zjisti, co se stalo, a génius
ma nakonec zakdzano se hudbou zabyvat. Pozdéji - mam takovy dojem - mu useknou ruce
a oslepi jej, nebo néco podobného, protoze Orson Scott Card md jakousi podivnou zalibu
v télesnych trestech. Ponauceni je viak samoztejmé takové, Ze bychom mladym hudebnikim
neméli upirat poslech Bacha, protoze Bach je skvély.
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Tuto bitvu lze nejlépe pozorovat v planimetrii. Jedna se o posledni ttocisté vyuky
dikazi, coz je zakladni matematickd metoda. Mnoho profesionalnich matematika
tuto oblast povazuje za posledni doménu ,,skute¢né matematiky“. Kdyz vsak uc¢ime
geometrii, s jistotou nevime, co jaké miry skutecné dokazeme predat jeji krasu, silu
a prekvapivost dikazii. Snadno se muze stat, ze se matematickd prednaska zméni na
opakované cviceni, které je stejné suché jako seznam tficeti urcitych integrala. Situ-
ace je natolik vazna, ze drzitel Fieldsovy medaile David Mumford navrhl, ze bychom
méli s vyukou planimetrie uplné prestat a nahradit ji kurzem zakladd programova-
ni. Pocitacovy program ma nakonec s geometrickym ditkazem hodné spole¢ného:
v obou pripadech musi student sestavit nékolik velmi jednoduchych soucasti, které
vybird z omezené sady moznosti. Tyto soucasti pak sefadi za sebe, aby jejich sekvence
plnila néjakou smysluplnou funkci.

Ja bych tak radikdlni nebyl. Vlastné je mi jakakoli radikdlnost cizi. Zastance kraj-
nich postoji asi zklamu, ale myslim, ze bychom méli u¢it matematiku, ktera ocenuje
presné odpovédi, ale také inteligentni odhady, kterd vyzaduje schopnost plynule ap-
likovat existujici algoritmy, ale vyuziva také selsky rozum a hledani feseni metodou
pokusu a omylu - jinymi slovy matematiku, kterd kombinuje rigiditu se smyslem pro
zabavu. Pokud se nam to nedati, ve skute¢nosti Zadnou matematiku vitbec neucime.

Ukol neni snadny, ale nejlepsi ucitelé matematiky jej dokdzou zvladnout, i kdyz
teoretici vyuky mezitim vedou své akademické spory.

Zpét k apokalypse obezity

Jaké procento Ameri¢anu tedy bude roku 2048 obézni? Nyni si uz dokazete tipnout,
jak Youfa Wang se spoluautory studie v ¢asopise Obesity sviij vyhled ziskali. Studie
NHANES (National Health and Nutrition Examination Study - celostatni studie
zkoumajici zdravi a vyzivu) sledovala udaje o velkém a reprezentativnim vzorku
Americ¢anti a zaznamenavala vSe od nedoslychavosti aZ po sexudlné prenosné cho-
roby. Konkrétné poskytuje velmi dobra data ohledné poméru Americand, ktefi maji
nadvahu, coz pro nase ucely definujeme jako index BMI s hodnotou 25 nebo vice."
Neni sporu o tom, Ze obezita je v poslednich desetiletich stale castéjsi. Zacatkem
70. let méla tak vysoky index BMI pouze neceld polovina Ameri¢ani. Do zac¢atku

* 'V odborné literatute se terminem ,nadvaha“ oznacuje ,index BMI alespon 25, ale mensi

nez 30 a termin ,obezita“ znamend ,,index BMI 30 nebo vétsi“. Zde vsak obé skupiny bude-
me oznacovat jako lidi ,,s nadvahou, abychom nemuseli neustale opakovat spojeni ,,s nadva-

hou nebo obézni*
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90. let pomér vzrostl témeér k 60 % a v roce 2008 jiz mély nadvahu témér tii ctvrtiny
populace USA.
Cetnost obezity mtizeme vykreslit na ¢asové ose stejnym zptisobem, jako kdyz

jsme sledovali vzlet projektilu.
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A muzeme spocitat linedrni regresi, kterd bude vypadat asi takto:
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V roce 2048 primka dosdhne trovné 100 %. A proto autofi studie pisi, ze pokud
budou soucasné trendy pokracovat, budou mit v roce 2048 v$ichni Ameri¢ané nad-
vahu.

Jenze aktudlni trendy pokracovat nebudou. Ani nemohou! Pokud by opravdu po-
kracovaly, pak by v roce 2060 mélo nadvahu Sokujicich 109 % Americand.

Ve skute¢nosti to bude vypadat tak, ze se pomér bude k hranici 100 % priblizovat

stale pomaleji - asi takto:
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Neni to néjaka prirodni zdkonitost typu gravitace, kterd ohyba drahu strely do tva-
ru paraboly, ale v mediciné se s takovymi nedokonalymi kfivkami musime spokojit.
Jak se podil lidi s nadvahou zvétsuje, zbyva stale méné téch vyzablych hubenourt,
které by bylo mozné vykrmit, a pomér se ke 100 % priblizuje jen pozvolna. Ve skutec-
nosti se kfivka pravdépodobné v néjakém bodé pred dosazenim trovné 100 % tplné
vyrovna. Néktefi z nas asi ztistanou hubeni cely zivot. A skute¢né o pouhé ¢tyti roky
pozdéji studie NHANES ukazala, Ze neustalé zvySovani podilu lidi s nadvahou se jiz
zacalo zpomalovat.

Clanek v ¢asopise Obesity viak skryva jesté horsi predin proti matematice a zdra-
vému rozumu. Linedrni regresi lze provést velmi snadno - a kdyz ji aplikujete jednou,
je hrackou udélat to podruhé. Wang s kolegy tedy data rozdélili podle etnické skupiny
a pohlavi. Muzi ¢erné pleti méli napriklad mensi pravdépodobnost nadvéhy nez pru-
mérni Americané. Jesté dulezitéjsi zjisténi vsak spocivalo v tom, Ze v jejich skupiné
podil osob s nadvahou vzriista jen polovi¢ni rychlosti. Jestlize zménu poméru cer-
nych muzi s nadvahou vykreslime do stejného grafu jako zménu stejného poméru
u véech Ameri¢ant a obé datové mnoziny prolozime pfimkami linedrni regrese, do-
staneme obrazek, ktery vypada nasledovné.
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Bravo, ¢ernosi! Vsichni budete mit nadvdhu teprve roku 2095. V roce 2048 se
bude tento problém tykat jen 80 % z vas.

Uz vidite, kde je chyba? Pokud oc¢ekavame, ze roku 2048 budou mit nadvahu
vSichni Americané, kde je ta pétina budoucich ¢ernych muza, ktefi v tom roce jesté
budou mit zdravou hmotnost? V emigraci?

Tento zakladni rozpor se v ¢lanku nijak nefesi. Je to epidemiologicky ekvivalent
tvrzeni mych student, Ze v nadobé zlistanou —4 gramy vody. Ani jeden bod.



