’

i

, / gl
— KVANTOVA é —
==——— MECHANIKAIl. ——

\\\\\\ i

”

w—— JAN KLiMA - BEDRICH VELICKY

———————

UM




Kvantova mechanika II.

doc. RNDr. Jan Klima, CSc.
prof. RNDr. Bedfich Velicky, CSc.

Kniha je vénovana pamatce recenzent’ prof. RNDr. Michala Lence, PhD. (1)
a prof. RNDr. Lubomira Skaly, DrSc. (T)

Vydala Univerzita Karlova

Nakladatelstvi Karolinum

Obslka Jan Serych

Sazba studio Stard Skola (staraskola.net)
Vydani prvni

© Univerzita Karlova, 2018
© Jan Klima, Bedrich Velicky, 2018

ISBN 978-80-246-3623-8
ISBN 978-80-246-3646-7 (online : pdf)

Ukdzka elektronické knihy



Univerzita Karlova
Nakladatelstvi Karolinum 2018

www.karolinum.cz
ebooks@karolinum.cz






OBSAH

Cast tieti: Kvantova mechanika atomovychsoustav . ...................... 9
8. Priblizné Feseni stacionarni Schrodingerovy rovnice .................. [
B0 UVO . . I
8.2.1 Variadnimetoda. .........coiiiiiii 12
8.2.2 Poruchova metoda — zakladnirozvaha ......................... I5
8.2.3 Rozdélovaci metoda. .. .....viuit 17
8.2.4 Vztah rozdélovaci metody a Ritzovy metody .................... 19
8.2.5 Vztah rozdélovaci metody a poruchového potu ................. 21
8.3.1 Nedegenerovanahladina.............. ... 24
8.3.2 Hellmannlv-Feynmanlvteorém ........... ..., 29

8.3.3 Degenerovani a kvazidegenerovana hladina. Stark(v jev.
Jemna struktura hladin atomu vodiku . ........ ... ... oL 32
8.4 Konvergence poruchové rady. Poruchovy pocet pro rezolventu ........... 39
8.5 Neohrani¢ené poruchy a asymptoticky charakter konvergence ............ 45
9. Technika studia nestacionarnich systéma ............................ 53
9.1 Dvouhladinovy systém v Casoveé proménném elektrickém poli............. 54
9.2 Diraclivobraz. ... ... 59
9.3 Casovy poruchovy POCEL . .. ... o ittt 62
9.4 Prechody pod vlivem konstantni poruchy. Fermiho Zlaté pravidlo.......... 65
9.5 Harmonicka poruchav I. fadu. Tvarlinie ........ ... ... oo, 68

9.6  Zapnuti konstantni poruchy. Vztah ¢asového a necasového

POruchOVENO POCTU . ..ottt 71
9.7 Pravdépodobnost prechodu podle Wignera a Weisskopfa. ............... 76
971 UVOM. oo 76
9.7.2  Reseni Wignerova-Weisskopfova modelu. .. .................... 78
9.7.3  Fyzikalni vyznam reSeni Wignera a Weisskopfa. . . ................ 82
9.7.4  Greenova funkce, resolventa, partitioning. . ..................... 84
9.8 Relace neurcitosti energie-Cas . .........ouiii i 89
9.8. 1 UVOM. vt 89
9.8.2 Relaceenergie-Cas . .......ouuuiiinii i 90
10. Mnohacasticovy problém I: Atomy amolekuly ....................... 93
L1 UVOd . e 93
10.2 Elektronova strukturaatomd | . ... 95
10.2.1 Zakladniformulace ........ ... i 95
10.2.2 Atomhelia ... .o 99
10.2.3 Atom helia—zakladnistav......... ... ..., 104
10.2.4 Atom helia —excitovanéstavy............. .. ..., 11
0.3 Hartreeho-Fockovateorie .. ..... ... .. i 122

Ukdzka elektronické knihy



[0.3.1 Jednoelektronovd aproximace. ..........c.oouiiiniininnann.. 122

10.3.2 Hartreeho-Fockovy rovnice........ .. ... .. 124
10.3.3 Koopmanstv teorém . ... ..ottt 129

10.4. Elektronova strukturaatomd . . ... o i i 132
[10.4.1 Slupkovy modelatomd, LSvazba. ............ ... ... ... 132
10.4.2 LS-vazba, JJ-vazba, intermedialnivazba ........ ... .. ... ... . ... 138

10.5 Atom v magnetickém poli. . ... .. 142
0.6 Molekuly: Bornova-Oppenheimerova aproximace ..................... 146
0.7 Dvouatomové molekuly . ... ... 154
10.7.1 MolekulaiontuH3 . ... .o 156
10.7.2 Molekula vodiku —zdkladnistav. . ........ ... ... . ... o L 160
10.7.3 Molekula vodiku — symetrie a excitované stavy.................. 165
10.7.4 Molekuly v€eraadnes . ... ...t 169
10.7.5 Rotace a kmity dvouatomové molekuly ....... ... ... ... ... .... 176

I 1. Mnohocdasticovy problém IlI: rozlehlé systémy .................... ... 182
I'1.1 Redukce vyrazu pro celkovou energii. . ... 183
1.2 Jellium (homogenni elektronovy plyn) . ...... ... .. .. 189
[1.2.1 Definice . ..o 189
[1.2.2 Hartreeho-Fockovo pfiblizeni projellium . ..... ... .. ... ... .... 91
[1.23 Jelliumza HFA ... o 198

['1.3 Funkciondl hustoty . ... o 202
[1.3.1 Teoretické zaklady metody funkciondlu hustoty . ................ 203
[1.3.2 Uziti metody funkcionalu hustoty: aproximace E,[n]............. 212
[1.3.3 Vykroceniza hranice DFT-LDA. . ... .. ... . it 219
[1.3.4 Adiabatické propojeni. KS vyménné korela¢nidira............... 222

I'1.4 Systematické rozvoje v teoriimnoha €astic ... ........ ... ... ... ... ... 224
[1.4.1 Redukované matice hustoty. Rozvoj BBGKY....... ... ... ... ... 225
[1.4.2 Metoda Greenovych funkei ....... .. . i 233

12. Teorie rozptylu . ... ... .. 258
12,1 Uvod . .o 258
12.2 Diferencidlni GCinny prarez. . . ... ovv it 260
123 Amplitudarozptylu. . ... 262
[2.4 Bornovatada ... 267
2.5 Rozptyl na sféricky symetrickém potencidlu. .. ........ ... .. ... ... . ... 272
[12.5.1 Amplitudarozptylu. ... .. ... 272
[2.52 FAZOVY POSUV . .« oottt 277
[2.53 Elm—reprezentace. . ... .....ouuunuinnennen e 284
[2.5.4 Analytické vlastnosti S-matice . ........ .. ... .. i 285

[2.6 Srazky dvou CastiC. .. ...ttt 290



13. Interakce s elektromagnetickym polem .............. ... ... .. ... .. 295

131 UVO . et 295

13.2 Interakce atomu se zafenim . ...t 297
[3.2.1 Kalibradniinvariance. . ... ... ... 297

[3.2.2 AbSOrpce aemise. . . ..ottt 300

13.2.3 Dipdlové a kvadrupolové prechody. Vybérova pravidla .. ......... 306

13.2.4 Spektra dvouatomovych molekul ........... .. .. .. ... .... 314

13.3 Optické materidlové konstanty. . ...t 318
[3.3.2 Lorenzova teorie . .......c.uiiniin i 319

13.3.3 Zobecnéna susceptibilita. Kubova formule . ......... .. ... ... 321

[3.4 Kvantovani elektromagnetickéhopole....... .. .. .. ... .. .. .. ... 328
[3.4.] Jeansova Veta .. ...ooii i 328

[3.4.2 FOtONY oot 330

13.4.3 Chaotické a koherentnistavy......... ... ... .. 332

[3.4.4 Jednofotonové procesy . ..... ..ot 335

[3.4.5 Dvoufotonove ProCesy ... ......ouuviiinin e 340

[3.5 Dvouhladinovy atom. ... ...t 348
[3.5.1 Model. . oo 348

[3.5.2 Spontdnniemise. . ... ..o i 350

[3.53 Absorpcezafeni. . ... ... 355

[3.54 RezonanCnirozptyl. ... ... ... 358
Dodatek E: Rezolventa. ... ... ... ... ... .. . .. . . 362
Dodatek F: Funkcionalniderivace. ............ ... .. .. .. .. .. ... ... 365
Literatura. .. ... ... .. 368

REJSEFTK . . . e 369



Ukdzka elektronické knihy



CAST TRETI -
KVANTOVA MECHANIKA
ATOMOVYCH SOUSTAY






/8/
Priblizné reseni stacionarni
Schrodingerovy rovnice

8.1 UvoD

Resenim stacionarni ilohy kvantové mechaniky se zpravidla rozumi nalezeni spektra ener-
gii daného systému a vlastnich stavii odpovidajiciho hamiltonianu. Jiz pro jednu ¢astici
je tento program mozno analyticky uskute¢nit jen v nékolika malo realistickych trojroz-
mérnych pripadech, které jsme z vétsi ¢asti uvedli v pfedchozich kapitolach. Pro systémy
mnoha ¢astic, k nimz pfistoupime v nasledujicich kapitolach, je situace jesté vyhrocengjsi.
Obecny pfistup proto musi byt nutné zalozen na aproximativnich metodach. Téch bylo
vypracovano velké mnozstvi od specialnich obratli az po brutalni vyuziti sily pocitacu.
Nekteré z téchto metod maji univerzalni raz a jsou zaloZeny na obecnych principech, jimz je
mozno podkladat i fyzikalni interpretaci. Postup feseni je tak diktovan i samotnym pocho-
penim problému. Prikladem z teorie mnoha ¢astic jsou metody stiedniho pole, jako je Har-
trecho-Fockova metoda, priblizeni nahodnych fazi nebo metoda molekularniho pole. V této
kapitole se zaméiime na dvojici metod, které pii feseni ulohy

H|y)=E|y) (1.1)

e metoda variacni,
e metoda poruchova.
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K nim pfipojime tieti techniku, ktera sama o sobé& neni aproximativni, ale dovoluje ti¢innou
reformulaci mnoha pfibliznych postupti. Je to tzv.
e metoda rozdélovaci (projekéni).

8.2.1 VARIACNIi METODA

Variacni metoda nahrazuje feseni (1.1) hledanim extremalnich (stacionarnich) bodd funk-
cionalu energie £ [Y]=(V¥ | H | ¥) pti vedlejsi podmince <‘I‘ ‘ ‘P> =1. Plati totiz, ze varia¢ni
podminka

SE[Y]-E(¥|¥)=0 2.1.1)

je ekvivalentni s (1.1) a Lagrangetiv multiplikator £ respektujici normovaci podminku ma
vyznam vlastni energie. K diikazu této fundamentalni véty postaci pohled na explicitni tvar
varia¢ni podminky (2.1.1),

(6W|H-E|¥)+(¥|H-E|5¥)=0. (2.1.2)

Predevsim kazdé feSeni rovnice (1.1) vyhovuje podmince (2.1.2) a dfive formalné zavede-
ny parametr £ ma skute¢né vyznam energie ve stavu | ‘P) Naopak, platnost této podminky
pro libovolné variace |5‘P> implikuje, ze ‘P) splituje Schrédingerovu rovnici (1.1) (a (‘If|
spliiuje rovnici hermitovsky sdruzenou).

€ Variace funkcionalu £[¥] je definovana jako [ +&n]—E[ W], kde ¢ je libo-
volné malé realné ¢islo a ‘ 77> libovolny ket (srovnejte s definici funkcionalni derivace
v dodatku F). Po dosazeni £[¥]=(¥|H|¥) nachazime s ptesnosti linearni v &

77) = (5‘1’
Polozime-li |77> ~ (ﬁ—E)|‘I’>, vidime hned, Ze podminka <5T|ﬁ—E|T> =0 ma

A

SE[P]=e*(n|H|¥)+e(P|H aq H

)+ (¥

5Y), kde [5W)=¢|n).

. 2
tvar “(H —E)‘I’“ =0 a plati jen pokud je “P) feSenim Schrodingerovy rovnice

s vlastni energii E.

Je vSak vhodné zastavit se u ,,systematické¢ho* postupu. Podminka (2.1.2)
pro obecnou variaci |5‘I’> doslova zni 2Re[(0Y | I:I—E|‘P>]:O, coz by nepo-
stacovalo. Zvolime-li vSak za variaci i|0%¥), dostaneme kyzeny druhy vztah
2Im[(SY | H — E | ¥)] = 0. Plati tedy pravidlo, 7e variace vektoru ’ o ‘P) a kovektoru
(5 ‘P| lze povazovat za nezavislé. D

Témto tvaham lze dat nazornou a zaroven i praktickou podobu. Funkcional £ [\W] zobrazuje
povrch jednotkové koule v prostoru stavii na kvadratickou nadplochu, jejiz kritické body
jsou pravé normované vlastni vektory diskrétniho spektra. Zejména energie zakladniho
stavu je absolutnim minimem funkciondlu £. Casto pravé tento vysledek je oznacovan jako
varia¢ni princip pro stacionarni stavy.
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Pro zietelnost se omezime na pfipad hamiltonianu s Cisté diskrétnim spektrem
E, <E, <E;<..aodpovidajicimi vlastnimi vektory {y/l,t//z,l//3,...}.

Libovolny vektor, oznaéovany nyni jako ,,testovaci* nebo ,,zkusebni funkce*, zapisSeme
jako

2
[0y =2lwi)wi|¥): X[ vl e) [ =(¥|¥)=1 (2.13)
i i

Funkcional £ [V] v této reprezentaci ma tvar

E[¥]=(¥|A]¥)=3 |(wi|¥) Ex (2.14)

Pro energii zdkladniho stavu £, pfepiSme (2.1.4) ve tvaru
2
E[¥]=E+ X |(w:| W) (E:-E) 2 E,. (2.1.5)
i

Neni-li zékladni stav degenerovany, je nerovnost ostra pro kazdy vektor ¥ =y, a tedy
funkcional £ [‘I’] dava horni odhad energie zakladniho stavu, jak shora fe¢eno. Pro energii
excitovaného stavu £, rozd€lime sumu v (2.1.4) na tfi Casti:

2
w)\ (E,~E,). (2.1.6)

‘I’>‘2(El.—E€)+0+ D ‘<y/l.
E

e

E[¥]=E+ X ‘<l//i
E<E,

Nyni jsme v sedlovém bodu. Nula mezi sumami v (2.1.6) odpovida ¢lenu (v pripadé dege-
nerace n¢kolika ¢lendim) sumy pro energii E; = E, a pfipadna degenerace ptedstavuje vodo-
rovné plateau. Klesani nastadva smérem do podprostoru stavl s energii E; < E,. Pro testovaci
funkce ortogonalni k témto staviim ziistava jen treti, kladny, ¢len a dostavame opét horni
odhad energie E,. Postupnou ortogonalizaci k jiz nalezenym viastnim staviim s energii nizsi
a naslednou minimalizaci funkciondlu energie bychom tedy v principu mohli krok za kro-
kem nalezt celé spektrum viastnich energii. Postupna akumulace chyb pfi aproximativnim
vypoctu v§ak omezuje Gspésnost takové metody.

PRAKTICKE ASPEKTY POUZITi VARIACNI METODY

1. Prvnim krokem byva analyza symetrie hamiltonianu. Podle kap. 5, §7 se feSeni Schrodin-
gerovy rovnice transformuji podle nékteré z ireducibilnich reprezentaci (IR) grupy symetrie
hamiltonianu. Volba testovaci funkce, ktera se transformuje podle ptislusné IR, ma dvoji
vyhodu: pfiblizna vinova funkce ma touz symetrii jako (neznameé) feSeni exaktni a matice
hamiltonianu je automaticky diagonalni vzhledem k funkcim, transformujicim se podle
ruznych IR, coz zjednodusi hledani excitovanych stavi.

2. Obvykly postup je vybirat testovaci funkce ze tfidy normovanych funkci, jez jsou para-
metrizovény parametry ¢, ¢, ,...,c,. Funkcional €[ ¥ ] prechazi ve funkci £[ c;,...,c, | a hle-
dani minima spociva v feseni soustavy rovnic
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ag[cl,...,(:s] _0

o o <H> =0, i=1,.,s. 2.1.7)

Uspéch zavisi na ptihodné volbé parametrizace: pii ni se uplatni fyzikalni intuice a dochazi
k vlastni fyzikalni aproximaci. Neuvadime zde ptiklady tohoto postupu — jeho vyznamné
aplikace prolinaji kapitolu 10 i kapitolu 11.

3. Tvar zkusebnich funkci neni nijak omezen, existuji v§ak volby, které jsou velmi ¢as-
to vyuzivany. Mezi nimi je nepochybné nejvyznamnéjsi tzv. Ritzova variacni metoda.!
Zkusebni funkce je sestavena jako linearni kombinace kone¢ného pocétu pevné zvolenych
vektori, které nemusi byt vzajemné ortogonalni

Wy =clod+ele+ o +elo). (ole,)=S, 218

Koeficienty ¢, jsou ovSem komplexni a tak readlnych varianich parametrii je 2s. Rovnice
pro optimalni ¢, tvoii homogenni systém linearnich rovnic

D Hjc;=EY S;c;,i=l,..,s, maticove Hc=ESc, (2.1.9)
J=1 =

—_

kde E je stfedni hodnota energie ve stavu V. Algebraicky jde o zobecnénou tlohu na vlastni
¢isla, do které vstupuji dv€ matice: matice hamiltonianu H;; = (go,- |ﬁ | ) j> a tzv. prekryvovad
matice (overlap matrix)? S, ;= (goi |(p : >

Zvolime-li specialné variaéni funkci ve tvaru linearni kombinace prvych s funkci néjaké
ortonormované baze {(pi }, rovnice (2.1.9) pfechazeji na soustavu

N

D Hjc;=Ec, i=l..,s, (2.1.10)
j=1

ktera by vznikla ofiznutim ze Schrodingerovy rovnice zapsané v reprezentaci {gol. } Tento
intuitivné samoziejmy postup se tak ukazuje jako optimalizovany.

€ Pro aplnost uved’'me, Ze variaéni princip je ¢asto formulovan pro funkce, které
nejsou normované. Pak ma funkcional energie odlisny tvar

L JIRSALARD

3 2.1.11
(¥[¥) ( )

a zékladni varia¢ni podminka urcujici kritické body (2.1.11) ma nyni podobu

5E[Y]=0. (2.1.12)

1 Jina oznaceni, s nimiz se setkame, jsou napt. Rayleighova-Ritzova metoda, nebo Ritzova-Galerkinova
metoda.
2 Nazev pievzaty z kvantové chemie, metody molekularnich orbitalit LCAO.

—14-
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Pfimocary vypocet ukazuje, Ze rovnice (2.1.12) je opét rovnocenna se Schrodinge-
rovou rovnici (1.1), nebot’

:<5\{f|1—‘1—é\\11>—<\11|19—5|5w> _
(P |¥)

SE[Y] 0. (2.1.13)

Pti praktické aplikaci (2.1.12) postupujeme analogicky jako v pfipadé rovnice
(2.1.2). Staci zkuSebni funkce vhodné parametrizovat a fesit rovnice

aé[cl,...,c’s] _ o
Oc; ~oc,

1

(A1) /(2| ¥)} =0, i=1..s (2.1.14)

analogicky k (2.1.7). D
8.2.2 PORUCHOVA METODA

Poruchovd metoda vychéazi z rozdéleni hamiltonianu na neporusenou ¢ast H” a poruchu
AW

H=H9 0. (2.2.1)

Nazorny piipad poruchy pfedstavuje stacionarni vnéjsi pole, do néhoz neporuseny systém
vlozime. Bezrozmérny parametr A v (2.2.1) je realné ¢islo, které typicky urcuje ,,velikost*
poruchy, napf. intenzitu piisobiciho vn&jsiho pole. Casto je viak jako porucha vy&lenéna
&ast W hamiltonianu, jejiz pusobeni je vhodné zapocist dodateéné jako modifikaci zaklad-
niho obrazu obsazeného v A Lapidarnimi slovy Diracovymi, hamiltonian rozdélime na
dv¢ casti, jednoduchou a malou. Parametr A, ,,vazbova konstanta®, se pak méni od 0 do 1
a interpoluje mezi neporusenym a tplnym hamiltonidnem: H A=0)= HO H A=D= H.

Reseni pivodni Schrodingerovy rovnice (1.1) hleddme tak, e vyjdeme od feseni
neporuseného

HOy® —EOy©. =12 (22.2)

které je plisobenim poruchy modifikovano. Interpolacni hamiltonian (porucha) zavisi na
A analyticky a zakladnim pfedpokladem poruchové teorie je, ze totéz plati i o vlastnich
energiich a funkcich.! Vzajemné jednoznaénou korespondenci l//l-(o) oy, El-(o) —E; je
pak mozno nalézt jako rozvoj v mocninach poruchy (parametru 1). Tato formulace je zvana
Rayleighiiv-Schrédingeritv poruchovy pocet. Explicitné

1 To neni automaticky splnéno. Nizkoteplotni supravodivost je umoznéna slabou pfitazlivou silou vyvolanou
interakci elektront s fonony. Nicméné energie zakladniho stavu supravodice nezavisi analyticky na parametru
A méficim silu této interakce a nelze ji rozvést v Taylorovu fadu v okoli bodu A = 0.
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