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i.Druhý díl učebnice kvantové mechaniky staví na obecných 

základech kvantové teorie vyložených v  dílu prvním a  je věno
ván pokročilejším partiím kvantové teorie, které jsou důležité při 
studiu atomárních systémů. Přibližné řešení stacionárních úloh 
variačními i poruchovými postupy je jednotně odvozeno projekč
ní technikou. Diskutován je význam poruchových metod pro neo
hraničené poruchy. Pro nestacionární Schrödingerovu rovnici je 
poruchové řešení od Zlatého pravidla dovedeno přes Wignerovo

Weisskopfovo přiblížení k obecné teorii stavů s exponenciálním 
rozpadem. Těžištěm knihy jsou kapitoly věnované atomárním sys
témům jako problému mnoha částic: dvouelektronové systémy 
(atom He, molekula H2), Fanovy rezonance, Hartreeho Fockova 
teorie, elektronová struktura atomů, základy kvantové chemie. 
Pro rozlehlé systémy pak e e korelace, jellium jako modelový sys
tém, teorie a praxe funkcionálu hustoty, úvod do metod redukova
ných matic hustoty a Greenových funkcí. Závěr knihy tvoří teorie 
(elastického) rozptylu a obsáhlý výklad semiklasického i kvanto
vého popisu interakce záření s hmotou, od Kubovy formule až po 
nerelativistický výpočet Lambova rozštěpení.

Text doplňují četné příklady a analýza řady experimentálních 
výsledků ve světle vykládané teorie.
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 /8/ PŘIBLIžNé ŘEšENÍ STACIONÁRNÍ SCHRöDINGEROVY ROVNICE   – 11 –

/8/  

Přibližné řešení stacionární 
Schrödingerovy rovnice

8.1 ÚVOD

Řešením stacionární úlohy kvantové mechaniky se zpravidla rozumí nalezení spektra ener-
gií daného systému a vlastních stavů odpovídajícího hamiltoniánu. Již pro jednu částici 
je tento program možno analyticky uskutečnit jen v několika málo realistických trojroz-
měrných případech, které jsme z větší části uvedli v předchozích kapitolách. Pro systémy 
mnoha částic, k nimž přistoupíme v následujících kapitolách, je situace ještě vyhrocenější. 
Obecný přístup proto musí být nutně založen na aproximativních metodách. Těch bylo 
vypracováno velké množství od speciálních obratů až po brutální využití síly počítačů. 
Některé z těchto metod mají univerzální ráz a jsou založeny na obecných principech, jimž je 
možno podkládat i fyzikální interpretaci. Postup řešení je tak diktován i samotným pocho-
pením problému. Příkladem z teorie mnoha částic jsou metody středního pole, jako je Har-
treeho-Fockova metoda, přiblížení náhodných fází nebo metoda molekulárního pole. V této 
kapitole se zaměříme na dvojici metod, které při řešení úlohy

Ĥ Eψ ψ=   (1.1)

byly a jsou nejdůležitější a v jejichž pojmech často automaticky uvažujeme. Jsou to:
● metoda variační,
● metoda poruchová.

/8/ Přibližné řešení stacionární Schrödingerovy rovnice
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K nim připojíme třetí techniku, která sama o sobě není aproximativní, ale dovoluje účinnou 
reformulaci mnoha přibližných postupů. Je to tzv.

● metoda rozdělovací (projekční).

8.2.1 VARIAČNÍ METODA

Variační metoda nahrazuje řešení (1.1) hledáním extremálních (stacionárních) bodů funk-
cionálu energie ˆ[ ] | |HΨ = 〈Ψ Ψ〉 �  při vedlejší podmínce 1Ψ Ψ = . Platí totiž, že variační 
podmínka 

[ ]( | ) 0Eδ Ψ − 〈Ψ Ψ〉 =  (2.1.1)

je ekvivalentní s (1.1) a Lagrangeův multiplikátor E respektující normovací podmínku má 
význam vlastní energie. K důkazu této fundamentální věty postačí pohled na explicitní tvar 
variační podmínky (2.1.1),

ˆ ˆ 0H E H Eδ δΨ − Ψ + Ψ − Ψ = . (2.1.2)

Především každé řešení rovnice (1.1) vyhovuje podmínce (2.1.2) a dříve formálně zavede-
ný parametr E má skutečně význam energie ve stavu Ψ . Naopak, platnost této podmínky 
pro libovolné variace δΨ  implikuje, že Ψ  splňuje Schrödingerovu rovnici (1.1) (a Ψ  
splňuje rovnici hermitovsky sdruženou).

º Variace funkcionálu [ ]Ψ  je definována jako [ ] [ ]εηΨ + − Ψ  , kde ε je libo-
volně malé reálné číslo a η  libovolný ket (srovnejte s definicí funkcionální derivace 
v dodatku F). Po dosazení [ ] ĤΨ = Ψ Ψ  nacházíme s přesností lineární v ε: 

[ ] ˆ ˆ ˆ ˆH H H Hδ ε η ε η δ δΨ = Ψ + Ψ = Ψ Ψ + Ψ Ψ * , kde δ ε ηΨ = . 

Položíme-li ˆ( )H Eη − Ψ , vidíme hned, že podmínka ˆ 0H Eδ Ψ − Ψ =  má 

tvar 
2ˆ( ) 0H E− Ψ =  a platí jen pokud je Ψ  řešením Schrödingerovy rovnice 

s vlastní energií E. 
Je však vhodné zastavit se u „systematického“ postupu. Podmínka (2.1.2) 

pro obecnou variaci δΨ  doslova zní ˆ2Re [ | ] 0H Eδ〈 Ψ − Ψ = , což by nepo-
stačovalo. Zvolíme-li však za variaci i|δΨ〉 , dostaneme kýžený druhý vztah 

ˆ2 Im[ | | ] 0H Eδ〈 Ψ − Ψ〉 = . Platí tedy pravidlo, že variace vektoru δΨ  a kovektoru 
δΨ  lze považovat za nezávislé. »

Těmto úvahám lze dát názornou a zároveň i praktickou podobu. Funkcionál [ ]Ψ�  zobrazuje 
povrch jednotkové koule v prostoru stavů na kvadratickou nadplochu, jejíž kritické body 
jsou právě normované vlastní vektory diskrétního spektra. Zejména energie základního 
stavu je absolutním minimem funkcionálu  . Často právě tento výsledek je označován jako 
variační princip pro stacionární stavy. 
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Pro zřetelnost se omezíme na případ hamiltoniánu s čistě diskrétním spektrem 
1 2 3 ...E E E≤ ≤ ≤  a odpovídajícími vlastními vektory { }1 2 3, , ,...ψ ψ ψ .

Libovolný vektor, označovaný nyní jako „testovací“ nebo „zkušební funkce“, zapíšeme 
jako

2; 1i i i
i i
ψ ψ ψΨ = Ψ Ψ = Ψ Ψ =∑ ∑ .  (2.1.3)

Funkcionál [ ]Ψ �  v této reprezentaci má tvar

[ ] 2ˆ
i i

i
H EψΨ = Ψ Ψ = Ψ∑ . (2.1.4)

Pro energii základního stavu 1E  přepišme (2.1.4) ve tvaru

[ ] 2
1 1 1( )i i

i
E E E EψΨ = + Ψ − ≥∑ . (2.1.5)

Není-li základní stav degenerovaný, je nerovnost ostrá pro každý vektor 1ψΨ ≠  a tedy 
funkcionál [ ]Ψ  dává horní odhad energie základního stavu, jak shora řečeno. Pro energii 
excitovaného stavu E



 rozdělíme sumu v (2.1.4) na tři části:

[ ]
2 2
( ) 0 ( )

i i

i i i i
E E E E

E E E E Eψ ψ
< >

Ψ = + Ψ − + + Ψ −∑ ∑
 

  

 .  (2.1.6)

Nyní jsme v sedlovém bodu. Nula mezi sumami v (2.1.6) odpovídá členu (v případě dege-
nerace několika členům) sumy pro energii iE E=



 a případná degenerace představuje vodo-
rovné plateau. Klesání nastává směrem do podprostoru stavů s energií iE E<



. Pro testovací 
funkce ortogonální k těmto stavům zůstává jen třetí, kladný, člen a dostáváme opět horní 
odhad energie E



. Postupnou ortogonalizací k již nalezeným vlastním stavům s energií nižší 
a následnou minimalizací funkcionálu energie bychom tedy v principu mohli krok za kro-
kem nalézt celé spektrum vlastních energií. Postupná akumulace chyb při aproximativním 
výpočtu však omezuje úspěšnost takové metody.

PRAKTICKÉ ASPEKTY POUŽITÍ VARIAČNÍ METODY

1. Prvním krokem bývá analýza symetrie hamiltoniánu. Podle kap. 5, §7 se řešení Schrödin-
gerovy rovnice transformují podle některé z ireducibilních reprezentací (IR) grupy symetrie 
hamiltoniánu. Volba testovací funkce, která se transformuje podle příslušné IR, má dvojí 
výhodu: přibližná vlnová funkce má touž symetrii jako (neznámé) řešení exaktní a matice 
hamiltoniánu je automaticky diagonální vzhledem k funkcím, transformujícím se podle 
různých IR, což zjednoduší hledání excitovaných stavů.
2. Obvyklý postup je vybírat testovací funkce ze třídy normovaných funkcí, jež jsou para-
metrizovány parametry 1 2, ,..., sc c c . Funkcionál [ ]Ψ  přechází ve funkci 1,..., sc c    a hle-
dání minima spočívá v řešení soustavy rovnic

U k á z k a   e l e k t r o n i c k é   k n i h y ,   U I D :   K O S 2 4 2 9 2 2
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1,..., ˆ 0, 1,...,s

i i

c c
H i s

c c
∂   ∂  ≡ = =

∂ ∂


. (2.1.7)

Úspěch závisí na příhodné volbě parametrizace: při ní se uplatní fyzikální intuice a dochází 
k vlastní fyzikální aproximaci. Neuvádíme zde příklady tohoto postupu – jeho významné 
aplikace prolínají kapitolu 10 i kapitolu 11.
3. Tvar zkušebních funkcí není nijak omezen, existují však volby, které jsou velmi čas-
to využívány. Mezi nimi je nepochybně nejvýznamnější tzv. Ritzova variační metoda.1 
Zkušební funkce je sestavena jako lineární kombinace konečného počtu pevně zvolených 
vektorů, které nemusí být vzájemně ortogonální

1 1 2 2| | | | ,s s i j ijc c c Sϕ ϕ ϕ ϕ ϕΨ〉 = 〉 + 〉 + + 〉 = . (2.1.8)

Koeficienty ic  jsou ovšem komplexní a tak reálných variačních parametrů je 2s. Rovnice 
pro optimální ic  tvoří homogenní systém lineárních rovnic

1 1
, 1,..., ,   maticove  

s s

ij j ij j
j j

H c E S c i Es
= =

= = =∑ ∑    ,  (2.1.9)

kde E je střední hodnota energie ve stavu Ψ. Algebraicky jde o zobecněnou úlohu na vlastní 
čísla, do které vstupují dvě matice: matice hamiltoniánu ˆ

ij i jH Hϕ ϕ=  a tzv. překryvová 
matice (overlap matrix)2 i j jiS ϕ ϕ= . 

Zvolíme-li speciálně variační funkci ve tvaru lineární kombinace prvých s funkcí nějaké 
ortonormované báze { }iϕ , rovnice (2.1.9) přecházejí na soustavu

1
, 1,...,

s

ij ij
j

H c E c i s
=

= =∑ , (2.1.10)

která by vznikla oříznutím ze Schrödingerovy rovnice zapsané v reprezentaci { }iϕ . Tento 
intuitivně samozřejmý postup se tak ukazuje jako optimalizovaný. 

º Pro úplnost uveďme, že variační princip je často formulován pro funkce, které 
nejsou normované. Pak má funkcionál energie odlišný tvar

[ ]
ˆ| |
|

H〈Ψ Ψ〉
Ψ =

〈Ψ Ψ〉
   (2.1.11)

a základní variační podmínka určující kritické body (2.1.11) má nyní podobu

[ ] 0δ Ψ =� . (2.1.12)

1 Jiná označení, s nimiž se setkáme, jsou např. Rayleighova-Ritzova metoda, nebo Ritzova-Galerkinova 
metoda.

2 Název převzatý z kvantové chemie, metody molekulárních orbitalů LCAO.

maticově

Ukázka elektronické knihy
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Přímočarý výpočet ukazuje, že rovnice (2.1.12) je opět rovnocenná se Schrödinge-
rovou rovnicí (1.1), neboť

ˆ ˆ| | | |[ ] 0
|

H Hδ δδ 〈 Ψ − Ψ〉 − 〈Ψ − Ψ〉
Ψ = =

〈Ψ Ψ〉

 



 � 
 � .  (2.1.13)

Při praktické aplikaci (2.1.12) postupujeme analogicky jako v případě rovnice 
(2.1.2). Stačí zkušební funkce vhodně parametrizovat a řešit rovnice

{ }1,..., ˆ / 0, 1,...,s

i i

c c
H i s

c c
∂   ∂  ≡ Ψ Ψ = =

∂ ∂


  (2.1.14)

analogicky k (2.1.7). » 

8.2.2 PORUCHOVÁ METODA

Poruchová metoda vychází z rozdělení hamiltoniánu na neporušenou část (0)Ĥ  a poruchu 
Ŵλ :

(0)ˆ ˆ ˆH H Wλ= + . (2.2.1)

Názorný případ poruchy představuje stacionární vnější pole, do něhož neporušený systém 
vložíme. Bezrozměrný parametr λ v (2.2.1) je reálné číslo, které typicky určuje „velikost“ 
poruchy, např. intenzitu působícího vnějšího pole. Často je však jako porucha vyčleněna 
část Ŵ  hamiltoniánu, jejíž působení je vhodné započíst dodatečně jako modifikaci základ-
ního obrazu obsaženého v (0)Ĥ . Lapidárními slovy Diracovými, hamiltonián rozdělíme na 
dvě části, jednoduchou a malou. Parametr λ, „vazbová konstanta“, se pak mění od 0 do 1 
a interpoluje mezi neporušeným a úplným hamiltoniánem: (0)ˆ ˆ( 0)H Hλ = = , ˆ ˆ( 1)H Hλ = = . 

Řešení původní Schrödingerovy rovnice (1.1) hledáme tak, že vyjdeme od řešení 
neporušeného

(0) (0) (0) (0)ˆ ; 1, 2,...,i i iH E iψ ψ= =   (2.2.2)

které je působením poruchy modifikováno. Interpolační hamiltonián (porucha) závisí na 
λ analyticky a základním předpokladem poruchové teorie je, že totéž platí i o vlastních 
energiích a funkcích.1 Vzájemně jednoznačnou korespondenci (0) (0),  i ii iE Eψ ψ↔ ↔  je 
pak možno nalézt jako rozvoj v mocninách poruchy (parametru λ). Tato formulace je zvána 
Rayleighův-Schrödingerův poruchový počet. Explicitně

1 To není automaticky splněno. Nízkoteplotní supravodivost je umožněna slabou přitažlivou silou vyvolanou 
interakcí elektronů s fonony. Nicméně energie základního stavu supravodiče nezávisí analyticky na parametru 
λ měřícím sílu této interakce a nelze ji rozvést v Taylorovu řadu v okolí bodu λ = 0.
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